
Ģ. M, ZEMRIS, FER 11-1 

11 Fraktalni objekti  

Å Fraktal 

ï rijeļ fraktal - B. B. Mandelbrot 1975. (osnove su dali P. Fatou, G. Julia ranije) 

ï skup sliļan samom sebi ï samosliļan (engl. self-similar) 

 

Å fraktali u raļunalnoj grafici i animaciji 

ï interesantni za projektiranje vizualno sloģenih objekata 

ï jednostavna pravila + rekurzivna primjena 

ï modeliranje (sloģenih) prirodnih objekta i pojava 

 

Å podjela fraktala 

ï deterministiļki 

ï stohastiļki 

http://www.its.caltech.edu/~atomic/snowcrystals/snowflake1large.jpg
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Primjena Fraktala u raļunalnoj grafici ï primjeri 

ï opis biljaka: 

Å drveĺe, cvijeĺe, grmlje, korijenje 
http://mattatz.github.io/THREE.Tree/ 

ï linija morske obale, munja 

ï oblaci, snjeģne pahuljice,  

ï teren, planine http://codeflow.org/webgl/craftscape/ 

http://barradeau.com/one-trick-ponies/16/ 

https://www.shadertoy.com/view/4slGD4 

ï kompresija slika i video zapisa 

ï animacija  

 

Å naļin generiranja fraktalnih objekata 

1  ugnjeģĽivanje geometrijskih elemenata (rekurzivni pozivi) 

Å L-sustavi ï zadani gramatikom 

2  IFS iterativni funkcijski sustavi 

3  ispitivanje podruļja konvergencije niza dobivenog iterativnom primjenom 

kompleksne funkcije 

http://mattatz.github.io/THREE.Tree/
http://codeflow.org/webgl/craftscape/
http://barradeau.com/one-trick-ponies/16/
http://barradeau.com/one-trick-ponies/16/
http://barradeau.com/one-trick-ponies/16/
http://barradeau.com/one-trick-ponies/16/
http://barradeau.com/one-trick-ponies/16/
https://www.shadertoy.com/view/4slGD4
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11.1. UgnjeģĽivanje geometrijskih elemenata (rekurzivni pozivi) 
 

ï osnovna transformacija 

ï rekurzivna primjena 
 

Npr. 1D H.von Koch konstruira krivulju koja  

nema derivaciju niti u jednoj toļki 

rezultat je samo-sliļan objekt 
 

 

 

 

Npr. 2D Trokut Sierpinskog  
http://ecademy.agnesscott.edu/~lriddle/ifs/carpet/carpet.htm 

http://ziocrocifisso.altervista.org/html5/sierpinski/ 

 

pravilo 

pravilo 

http://ecademy.agnesscott.edu/~lriddle/ifs/carpet/carpet.htm
http://ziocrocifisso.altervista.org/html5/sierpinski/
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ï rekurzivna priroda ï vodi na samo-sliļnost (fraktalni oblici) 
 

Npr. proġirivanje pravila na 3D prostor - 3D piramida  
  

 http://www.houseof3d.com/pete/applets/wireframe/fractal/ 

 

 http://oos.moxiecode.com/js_webgl/recursive_cubes/ 

 

 

http://www.houseof3d.com/pete/applets/wireframe/fractal/
http://oos.moxiecode.com/js_webgl/recursive_cubes/
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L-sustavi 

ï Astrid Lindenmayer (biolog) 1968 

ï opis razgranatih prirodnih objekata ï modeliranje biljaka 

G gramatika (vrlo sliļna gramatici Chomsky) 

V  (varijable) skup nezavrġnih simbola  

S  (konstante) skup zavrġnih simbola 

w poļetni simbol (niz) iz skupa V  

P skup produkcijskih pravila 

 

 

npr. Fibonacci-jevi brojevi - gramatika: 

ï V : A B 

ï S : nijedna 

ï w  : A 

ï P  : (A Ÿ B), (B Ÿ AB) 
 

ï http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html 

 
 

{ }PSVG ,,, w=

n = 0 : 1: A           -  broj znakova 

n = 1 : 1: B 

n = 2 : 2: AB 

n = 3 : 3: BAB 

n = 4 : 5: ABBAB 

n = 5 : 8: BABABBAB 

n = 6 : 13: ABBABBABABBAB 

n = 7 : 21: BABABBABABBABBABABBAB  

 

pridjeljujemo geometrijsku  

interpretaciju 

http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html
http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html
http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html
http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html
http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html
http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html
http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html
http://www.cs.utah.edu/~jshepher/java/Lsystems/Lsystems.html
http://www.carl-olsson.com/project/l-system/
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L - sustavi 
ï u svakom koraku kod primjene produkcijskih pravila cilj je primijeniti ġto je moguĺe viġe 
pravila istovremeno (zamjenjujemo sve nezavrġne simbole) tj. paralelno kao ġto se stanice 
dijele istovremeno -  po ovom se L-sustav razlikuje od formalnog jezika, odnosno L-sustav 
je podskup formalnog jezika 

ï moģe biti 

Å kontekstno neovisan sustav ï pravilo se odnosi na simbol, susjedi ne utjeļu 

Å kontekstno ovisan sustav 

ï determinizam  

Å deterministiļki - za svaki nezavrġni simbol toļno jedna produkcija 

Å nedeterministiļki ï viġe pravila (vjerojatnost primjene pravila) 

ï kontinuirana promjena neke transformacije npr. rotacije 
 

npr:  

F/f  ï crtaj tako da je pero spuġteno/dignuto 

+/-  ï rotiraj za +60/-60 
 

Koch ï pahuljica: 

V: F 

S: - , + 

w: F 

P: p1: F  F+F--F+F, 
 

http://www.carl-olsson.com/project/l-system/ 

http://andrew-hoyer.com/experiments/fractals/ 

 

 

 

 

pravilo p1  

se primjeni k-puta: 

http://www.carl-olsson.com/project/l-system/
http://www.carl-olsson.com/project/l-system/
http://www.carl-olsson.com/project/l-system/
http://www.carl-olsson.com/project/l-system/
http://www.carl-olsson.com/project/l-system/
http://andrew-hoyer.com/experiments/fractals/
http://andrew-hoyer.com/experiments/fractals/
http://andrew-hoyer.com/experiments/fractals/
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Å geometrijska interpretacija zavrġnih simbola: 
https://nekostark.github.io/lsystem-threejs-unifi/     http://www.music2eye.com/webgl/lsystem/ 

 

 

https://nekostark.github.io/lsystem-threejs-unifi/
https://nekostark.github.io/lsystem-threejs-unifi/
https://nekostark.github.io/lsystem-threejs-unifi/
https://nekostark.github.io/lsystem-threejs-unifi/
https://nekostark.github.io/lsystem-threejs-unifi/
http://www.music2eye.com/webgl/lsystem/
http://www.music2eye.com/webgl/lsystem/
http://www.music2eye.com/webgl/lsystem/
http://www.music2eye.com/webgl/lsystem/
http://www.music2eye.com/webgl/lsystem/
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L - sustav - primjer 
 

jednostavniji ï kontekstno neovisni, deterministiļki 

Sierpinski Arrowhead Curve 

V: X, Y 

S: F, - , + 

w: YF 

P: p1: X  YF+XF+Y 

 p2: Y  XF-YF-X  

 

 

 

 

u zavrġnom koraku X  e, Y  e  
http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/wiki/index.php/L-systems 

http://www.kevs3d.co.uk/dev/lsystems/ 

 
http://inear.se/three_tree/  

http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf 

http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm 

http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/wiki/index.php/L-systems
http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/wiki/index.php/L-systems
http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/wiki/index.php/L-systems
http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/wiki/index.php/L-systems
http://jsxgraph.uni-bayreuth.de/wiki/index.php/L-systems
http://www.kevs3d.co.uk/dev/lsystems/
http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/a/af/Fractal_weeds.jpg
http://inear.se/three_tree/
http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf
http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf
http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf
http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf
http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf
http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf
http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf
http://www.inear.se/wp-content/uploads/2010/03/PaperScapeTreeDesigner.swf
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/tree/maple.htm
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Å primjeri iz botanike: 

ï biljke  

Åsadrģe stabljiku drvenastu ili zelenu 

ÅodreĽen broj grananja (2, 3 é 5 ..), ļesto pravilne rotacije na stabljici 

Åcvjetovi (pupovi lisni, cvjetni) ï prethodi im kontekst ļaġice i listiĺi 

ï rast biljke  

Åutjecaj genetske informacije (opis pojedine biljke) 

Åvanjski utjecaji (vjetar, sunce/sjena, prepreke ï detekcija i zaobilaģenje, 

poloģaj vode ï jezero, okolne biljke, ģivotinje) 

Åsluļajni utjecaji 

ï u gramatici 

Åpravila (genetski opis, hormoni rasta, inhibitori) 

Åkontekstno ovisna gramatika 

ïkombinacija stabljike i lista 

ïcvjetovi 

Åvanjski utjecaji 
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Generiranje prirodnih objekata: 
http://www.inear.se/noise2D/ridgednoise.swf 

https://callumprentice.github.io/apps/webgl_terrain/index.html 

 

 

 

 
 

http://www.inear.se/noise2D/ridgednoise.swf
https://callumprentice.github.io/apps/webgl_terrain/index.html
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Primjena pravila u generiranju fraktala 
 

Å zadana je gramatika ï crtamo fraktal 
http://robotics.ee.uwa.edu.au/lgrammar/java/ 

Å sekvencijski - grafika kornjaļe (turtle graphics) ï promatramo trenutnu 

toļku i primjenjujemo pravila 

ï trenutni kontekst je odreĽen: pozicijom, orijentacijom i skalom 
http://kaminari.scitec.kobe-u.ac.jp/java/logo/ 

Å paralelno - rekurzivno umatanje geometrijskih primitiva 

ï  afine transformacije: pojedini segment (odreĽuje poziciju i 

orijentaciju) zamjenjujemo izvornim elementom koji je skaliran 

(saģimanje) 

ï ġto ako nisu transformacije saģimanja, ili ako nisu afine 

Å promatranje u vremenu - moģemo simulirati rast biljke (kontinuirana 

promjena izmeĽu pojedinih koraka) 

Å fraktalna glazba 

http://robotics.ee.uwa.edu.au/lgrammar/java/
http://kaminari.scitec.kobe-u.ac.jp/java/logo/
http://kaminari.scitec.kobe-u.ac.jp/java/logo/
http://kaminari.scitec.kobe-u.ac.jp/java/logo/
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Gramatika oblika (shape grammar) 
 

Å simboli gramatike odreĽeni su 3D/2D oblicima 

ï produkcijska pravila za svaki oblik definiraju 

kako i kojim oblicima oblik moģe biti zamijenjen 

 

 

 

Å proceduralno generiranje gradova (proļelje zgrade, 

razliļite zgrade, blokovi grada) 

Å kemijski spojevi, DNA strukture 
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OdreĽivanje pravila za generiranje fraktala ï inverzan postupak 
 

Å zadan je objekt ï traģimo gramatiku 

Å odreĽujemo uzorak/uzorke (zavrġni simboli) 

Å odreĽujemo produkcijska pravila (pravilnost) 

ï odreĽujemo genetsku informaciju, sjeme procesa 

Å sloģeni objekti i ponaġanje (u prostoru i vremenu) 

ï pojava pravilnosti kod biljaka, morske obale, munje, poloģaji planeta, 

zvijeģĽa, galaksija, pahuljica snijega, DNA é   http://www.asterank.com/3d/ 

http://micro.magnet.fsu.edu/primer/java/scienceopticsu/powersof10/ 

ï kapanje kiġe, ġirenje gripe, uļestalost paketa u mreģi raļunala 

ï postavljanje zakonitosti u procesima  

koje smatramo ñsluļajnimò 

ï teorija kaosa 

(nelinearni dinamiļki sustav,  

ponaġanje na predvidivo nepredvidivi naļin) 

 

 

http://www.asterank.com/3d/
http://micro.magnet.fsu.edu/primer/java/scienceopticsu/powersof10/
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11.2. IFS Iterativni funkcijski sustavi (engl. Iterated Function Systems) 
 

Å na sluļajan naļin s vjerojatnoġĺu pi,  

odabire se preslikavanje (transformacija) wi,   

koja se primjenjuje na prethodno dobivenu toļku 
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IFS primjer 1D: 
 

Å Cantor-ova praġina 

 

 

 

 

ï podruļje privlaļenja ñatraktorò 

ï usporedba s geometrijski generiranim 

skupom 

http://hirnsohle.de/test/fractalLab/ 

https://www.shadertoy.com/view/ltfGzS 
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IFS primjer 2D: 

Å trokut Sierpinskog http://www.alephzero.co.uk/maths/ifs.html 
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IFS primjer list paprati: 
 

ï 4 transformacije 
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OdreĽivanje matrica za IFS ï inverzan postupak 
 

Å zadana je slika (objekt) ï traģimo IFS koji ĺe generirati tu sliku 

Å Barnsley (1987 ï fraktalna kompresija) 
 

ï postupak kompresije traje ï dekompresija je brza 

ï kompresija s gubitkom, definiramo ģeljenu kvalitetu rezultata  

ï visok stupanj do 50:1za slike, video 170:1,  

ï dekompresija na proizvoljnu veliļinu (fraktalna interpolacija ako je 

broj uzoraka manji od broja slikovnih elemenata u rezultatu) 

ï (koristi - Encarta Microsoft)  

ï sliļno kao DCT (Jpeg), valiĺi (wavelet) 
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Atraktor 
ïatraktor je podruļje kojem se rjeġenja sustava asimptotski pribliģavaju, 

moģe biti toļka, krivulja ili kompleksan skup 

ïsliļno kao kod funkcije promatramo da li funkcija konvergira (jedna vrijednost), 

oscilira izmeĽu dvije, tri ili viġe vrijednosti 

ï ovdje promatramo red (svojstva tog reda) koji dobijemo iterativnim postupkom 

za nelinearne sustave ï f je nelinearna funkcija 

   xn+1 = f(xn)     za neku poļetnu vrijednost x0 

ïovu pojavu moģemo promatrati u 

Å1D prostoru (odnosno kao elemente u ovisnosti o koraku iteracije),  

npr. numeriļki postupci Newton-Raphsonova metoda  odreĽuju x za f(x) = 0, 

odnosno raļunamo x1=x0- f(x0) / fô(x0) http://www.falstad.com/vector/ 

 

http://www.falstad.com/vector/
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Npr. Populacijska jednadģba  
 

  xn+1= r xn (1- xn) 
 

Å xn odreĽuje populaciju (x0 je poļetna populacija), broj izmeĽu 0 i 1 

Å r odreĽuje uvjete za rast populacije 

0 - 1  populacija umire neovisno o poļetnom broju jedinki 

1 - 2  broj jedinki se stabilizira na x = (r-1)/r 

ako postoji fiksna toļka (tada je xn= r xn(1- xn) ï otuda je rjeġenje) 

2 - 3  nakon oscilacija se isto stabilizira  

3 - (1+Õ6) populacija oscilira izmeĽu dvije vrijednosti 

3.45 - 3.54 populacija oscilira izmeĽu ļetiri vrijednosti  

Å prikaz u pauļinastom dijagramu 

- iterativni proces promatramo za neki x0  f(x0)  pravac x1=f(x0) tj.x1  f(x1) 

é 

 

http://www.ibiblio.org/e-notes/MSet/logis.htm 

http://www.ibiblio.org/e-notes/MSet/logis.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/MSet/logis.htm
http://www.ibiblio.org/e-notes/MSet/logis.htm
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U populacijskoj jednadģbi se javljaju bifurkacije 
 

Bifurkacija ï za pojedine vrijednost parametra sustava r, naglo se promijeni broj 

atraktora  npr. od 2 na 4 
 

Bifurkacijski dijagram 

Å sustav promatramo obzirom na razliļite r-ove (i x0) broj atraktora 
 

Å fraktalno ponaġanje (ako poveĺamo neki dio opet ĺemo dobiti isti izgled 

Å pojava óprazninaô u dijagramu 


