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1 AUTOMATSKO ZAKLJUCIVANJE
UPORABOM PROPOZICIJSKE LOGIKE

1.1 UvOD
Neka su dane slijedece Cetiri izjave:

1. Ivan je budan

2. Ivan nosi pribor za CiS¢enje

3. Majka je zadovoljna ako je Ivan budan i Cisti svoju sobu
4. Ako Ivan nosi pribor za ¢is¢enje tada on Cisti svoju sobu

Ako su sve gornje izjave istinite lako intuitivno zaklju¢ujemo
majka je zadovoljna.

\ ta tvrdnja
nije izricito

zadana

Sto ako je dano vise stotina (tisuc¢a) izjava?

Zelimo automatizirati zakljugivanje tako da ga

formaliziramo i implementiramo na racunalu

Izjave ili tvrdnje kojima pridjeljujemo jednu (i samo samo jednu)

vrijednosti istinitosti (istina ili laz) nazivamo
propozicije ili sudovi.

Jedan od jezika za prikaz znanja na podru¢ju umjetne inteligencije je

propozicijska logika

1.2 SIMBOLI, SINTAKSA I SEMANTIKA PROPOZICIJSKE

LOGIKE

SIMBOLI PROPOZICIJSKE LOGIKE

o Skup entiteta V= {A, B, C, D,...} koji
se nazivaju atomi ili elementarne
propozicije (to su logic¢ke varijable)

* Logicki veznici:
e Unarni ~ (negacija)
* Binarni [Ukonjunkcija,
[l disjunkcija,
- implikacija ,
- ekvivalencija

* Skup vrijednosti istinitosti { ¢, '},
(to su logicke konstante)

SINTAKSA PROPOZICIJSKE LOGIKE

Formula se gradi na slijede¢i nacin:
(1) Atom je formula;
(i1) ako je F formula tada je i
(~F) formula;

(ii1) ako su F i G formule tada su formule :

(FOG),
(FOG),
F - G),

Napomene, sinonimi

Logicka varijabla —
propozicija - sud

Logicki operatori

t—istina, true,
f—laz, false.

Jos se koristi: {0, 1}
T, Mili{T,F}

Umjesto izraza
formula koriste se
jos i izrazi: reCenica
ili dobro oblikovana
formula, (engl. well
formed formula ili

Wif)
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(F o G).

Primjeri atoma :

A ="Zemlja je okrugla”
B = “Harry Potter se Skoluje u Hogwartsu”

C = "Propozicijska logika je najmoc¢nija shema za prikaz znanja”

D = “Minotaur je mitsko bice”

Primjeri formula:
C
(~C)
((AOB)O~0C)
((BOF) OB OG)) - (FOG))
(COD) - (~A - B)

SEMANTIKA PROPOZICIJSKE LOGIKE

Neka je F skup svih formula. Do sada je F samo skup simbola,
nema znacenja pridjeljenog elementima.

Neka je dana funkcijat:V - {¢, f}
Funkcija t je pridruzivanje vrijednosti istinitosti 7 ili /°
propozicijama (odnosno atomima, elementima skupa V).
Ako je t(A) = ¢ kazemo da je propozicija istinita, ako je
t(A) = fkazemo da je propozicija laZzna.

Svaka funkcija t: V - {¢, f} odreduje jednu mogucu
evaluaciju istinitosti formule, tj. funkcijut: F - {7 f} na
slijede¢i nacin:
Za svaku formulu F iz F odreduje se pridruzena vrijednost
istinitosti na slijede¢i nacin:
1. Svako pojavljivanje nekog atoma A u formuli F zamijeni
sa t(A). Tako dobiven izraz sastoji se od znakova ¢, f, ~,
|:L De >, O .
2. Pomocu tablica istinitosti koje definiraju znacenja
logickih operatora ~, [1,[1, —, odreduje se pridruzena
vrijednost istinitosti formule F.
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O] ¢ | f ot  f =
t] ¢ | f t ] t ] t t | f
fl f | f flt ] f flt
N ERE ot ] f

t] t | f t |t ] f

flt | t fFl f ]t

Napomena: redundancija —» i «

23/04/2001 Propozicijska logika 4/37




S. Ribari¢; B. Dalbelo Basi¢ Inteligentni sustavi

INTERPRETACIJA FORMULE

Definicija
PridruZivanje vrijednosti istinitosti svakom atomu formule
(tj. funkcija t) naziva se interpretacija formule.
Interpretacija zadovoljava formulu ako je formula istinita
za tu interpretaciju.

Primjer.
Za formulu ((ALUB) O C) U(~B UC) neka je dana
slijedeca interpretacija t(A) =1
t(B)=1¢
t(C) =1t
Tada je evaluacija istinitosti formule:
t((AUB)OC)O(~BOC))
= ((((A) Ut(B)) UtC)) U(~t(B) LOyC))
=((fUn Ur O~ 09
=@ U 0O (U
=t Ut
=1.
Zakljucak: Zadana interpretacija zadovoljava formulu.

Ako formula ima n atoma = 2" razli¢itih interpretacija

formule.
Redoslijed izvodenja operacija je slijedeci:
~ O 0 -, o
Primjer:
((rA)OB) - (CUD))jeistostoi
~AU0B - CUD
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TAUTOLOGIJA I KONTRADIKCIJA

Definicija.
Formula je tautologija (engl. tautology, valid formula) akko
je istinita za svaku svoju interpretaciju.
Formula je kontradikcija ili proturjecje (engl. contradiction,
inconsistent, unsatisfiable) akko je laz za svaku svoju
interpretaciju.

Primjer tautologije (B LJ~B).
Primjer proturjecjia (B LJ~B).

Vrijedi da je formula tautologija akko je njezina negacija
proturjecje.

KONTRADIKTORNE
FORMULE
formula=F

TAUTOLOGIJE

formula F
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Definicija.
Formula je konzistentna (engl. consistent, satisfiable) akko
nije kontradikcija.

KONZISTENTNE

Skpp FORMULE KONTRADIKTORNE
svih FORMULE
formula

Moze se jo$ reé¢i da je formula konzistentna ako je istinita
barem za jednu svoju interpretaciju.

Ako je formula tautologija onda je 1 konzistentna
(tj. tautologija = konzistencija), ali ne vrijedi obrat.

Ako formula nije tautologija onda ne znaci da je kontradikcija.
Ako formula nije kontradikcija onda je po definicija
konzistentna, $to ne znaci da je proturjecje.
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EKVIVALENCIJA

Definicija.
Formula F je ekvivalentna formuli G akko je vrijednost
istinitosti od F jednaka vrijednosti istinitosti od G za svaku
mogucu interpretaciju F 1 G. Pise se F = G.

Primjer.
Dokazivanje ekvivalentnosti formula ~(A OB) i (~A O~B)
tablicom istinitosti
1 1
A[B[(AOB)| ~(AOB) | ~B | ~A | (~A O~B)
t|t t f f f f
t|f t f t f f
flt t f f t f
fl|f f t t t t
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Tablica najéesc¢e koristenih ekvivalencija u propozicijskoj i
predikatnoj logici

[1] ~(~F) = F } involucija

[2] (F - G) = (~FOG) } eliminacija implikacije
[3] (F - G) = (~G - ~F) } kontrapozicija

4 (F-(G-H) = (G- (F-H)

51 (F-(G-H) = (FOG)-H)

6] (F-@G) = (FOG)O(~FO~G)

1 (-G = (F-G)O(G - F)

8 (F-@Q) = (~FDOG)O(~GOF)

[9] (GOG) = G idempotencija

[10] (G Otrue) = G

[11] (G Ofalse) = false

[M2] (GO~G) = false } zakon kontradikcije (ekskluzija)
[13] (GOG) = G } faktorizacija

[14] (G Otrue) = true

[15] (G Ofalse) = G

[16] (G O~G) = true } zakon isklju¢enja trecega (komplementiranje)
171 (FOG)OH) = (FO(GOH) asocijativnost

[18] ((FOG)OH) = (FO(GOH))

(191 (FOG) = (GOFA komutativnost

[20] (FOG) = (GOF)

[21] (FO(GOH))
[22] (FO(GOH))

(FOG)O(F OH))
(FOG)O(F OH))

distributivnost

[23] ~(FOG) = (~FO-~G) De Morganovi zakoni
[24] ~(FOG) = (~FO~G)

[25] (FO(FOG)) = F

[26) (FO(FOG) = F apsorpcija

[271 (FO(~FOG)) = (FOG)

[28] (FO(~FOG)) = (FOG)
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Neke napomene:
Definicijom pridruzivanja vrijednosti istinitosti
t: V - {t, f}, definirali smo propozicije kao izreke (izjave,
tvrdnje, sudove) kojima se pridruzuje samo jedna od dviju
mogucih vrijednosti istinitosti: istina () ili laz (f).

U propozicijskoj logici ne zanima nas niti sadrzaj, niti
struktura propozicija nego samo je li propozicija istinita ili
lazna, tj. zanima nas samo vrijednost istinitosti propozicije.

Uobicajeni nacin definiranja semantickog znacenja logickih
operatora je pomocu slijedecih tablica istinitosti.

Tablice istinitosti pet logickih operatora:
negacije, konjunkcije, disjunkcije, implikacije i
ekvivalencije

F | G|~F|(FOG)|(FOG) ]| (F - G) | (F -~ G)
t t f t t t t
t | f| f f t f f
f t t f t t f
flfF| t f f t t

Slijede neke napomene o implikaciji i ekvivalenciji.
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Implikacija - pogodbeni sud. F_.G
F | G| (F-G)
t t t Tablica istinitosti
t f f ekvivalencije
f t t
f f t

Citamo : Ako F onda G,
F implicira G, F poviaci G,
G je nuzno za F, F je dovoljno za G.

Ako F tada G

antecedent ili konsekvens ili
uvjetak posljedak

Kad god je istinito F tada je istinito i G.
Ako je F lazno, da li je i G lazno? NE!

Ako je F lazno, implikacija nam nista ne govori o
istinitosti G.

Antecedent se ne treba poistovijetiti s uzrokom!
Konsekvens se ne treba poistovjetiti sa posljedicom ili
ucinkom!

Primjer: Ako (jedrenjak jedri) tada (vjetar puse).

Nuzno je da (vjetar puse) da (jedrenjak jedri).
Dovoljno je da (jedrenjak jedri) pa da (vjetar puse).

Ako jedrenjak ne jedri (tj. antecedent je lazan) nista ne
mozemo zakljuciti o puhanju vjetra (tj. o kensekvensu)!
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Zadatak Pokazite logi¢ku ekvivalentnost

F-G=n~FOG

Ekvivalencija

FoG

Tablica istinitosti ekvivalencije

F | G|(F-G)
t t t
t | f f
f |t f
£ | f t

Citamo :
F je ekvivalentno G
F onda i samo onda G
F ako i samo ako G (skraéeno piSemo akko,
na engl. iff)
F je nuzno i dovoljno za G

23/04/2001 Propozicijska logika 12/37




S. Ribari¢; B. Dalbelo Basi¢ Inteligentni sustavi

Primjer:

Tablica istinitosti za formulu (((A OB) O~B) - C)

2
®

(A OB) ((AOB) O~B) [(((AOB)O~B) - C)

t f t

=h | =h [=h | =h |+ [+ |+ |+
=h | =h [+ |+ |=h[=h |+ =+ | 0
=h |+ [ =h [+ [=h [+ =h || O
=h | =h [+ |+ |+ |~

=+ |+ [ =h | =h |+ [+ | =h|=h
=h |=h [=h |=h |+ |+ |=h

| =+ -

Svaki redak tablice odgovara jednoj mogucoj interpretaciji
formule. Neke interpretacije pridruzuju formuli vrijednost f-/az,
a neke vrijednost t-istinu.
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1.3 TEMELINI POSTUPCI DOKAZIVANJA
3.1 Teorem

Definicija.
Formula G je logicka posljedica formula F1, F2, .., Fn
ako i samo ako svaka intrepretacija koja zadovoljava formulu
F1 O F2 O ... OFn takoder zadovoljava i formulu G.

Podsjetimo se, interpretacija koja cini formulu istinitom, zadovoljava
formulu.

Kad god su F1, F2, ..., Fn istinite tada je i G istinita. Prema
definiciji logicke posljedice to znaci da F2 O ... OFn implicira G.

Primjer: P je logicka posljedica P O Q zato Sto za svaku
interpretaciju za koju je P O Q istinito, vrijedi da je i P istinito.
Da li vrijedi da je P logicka posljedica P 0 Q? (Ne.)

F1, F2, .., Fn se nazivaju premise, a G se naziva ciljna
formula.

Definicija.
Ako je G logicka posljedica F1, F2, .., Fn kaze se da je
((F1 O F2 O .. 0OFn) - G) teorem. Krace se kaze da je
dokazano da je G teorem. Postupak izvodenja naziva se
dokazivanje teorema.

U daljnjim razmatranjima pretpostavljat ¢éemo da je F1, F2, ..,
Fn konzistentno.
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3.2 Izravni dokazi i dokazi opovrgavanjem
Koji su kriteriji za izvodenje da je G logi¢ka posljedica
F1 O F2 O .. OFn, odnosno koji su kriteriji za dokazivanje
teorema ((F1 O F20O .. 0OFn) - G)?

Tvrdnja (1)

G je logicka posljedica premisa F1, F2, ..., Fn akko je
((F1 O F2 D ... 0Fn) - G) tautologija.

Kako je negacija tautologije proturjecje moze se reéi:
Tvrdnja (2):
G je logicka posljedica premisa F1, F2, ..., Fn akko je
~((F1 O F20 ... OFn) - G) proturjecje.
Primjetimo da vrijedi:
~((F1 O F20O .. OFNn) - G) = [eliminacija implikacije [2] ]
~(~(F1 O F2 0 .. OFn) OG) = [De Morganov zakon [23]]

(~(~(FLO F2 O .. OFn)) O~G) = [involucija [1]]
(F1O F20 .. OFn O~G)

Tvrdnja (2) se moze dakle izreci:

G je logicka posljedica premisa F1, F2, ..., Fn akko je

(F1LO F2 O ... OFn O~G) proturjecje.
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Na temelju ovih razmatranja oblikujemo dvije osnovne
metode za dokaz teorema:

1. izravna metoda (eng/ .direct method) kojom
pokazujemo da je

(F1 O F20 .. 0OFn) - G) tautologija.

2. metoda opovrgavanja (engl. refutation method)
kojom pokazujemo da je
((F1 O F2 0O ... OFn) O ~G) proturjecje.

Primjer:
Dokazimo da je G logi¢ka posljedica premisa F, F - G

1. izravha metoda
Treba dokazati da je ((F O(F - G)) » G) tautologija

G| (F-G) FO(F-G) |[((FO(F - G)) - G)

—h | =h |+ =+ 1
—h [+ | =h |+
|+ = |+
—h | =h |=h |+
|+ |-

2. metoda opovrgavanja
Treba dokazati da je ((F O (F - G)) O ~G) proturjecje

F|G[(F-G)|FO(F -G) |((FO(F - G)) O~G)
t| t t t f
t]f f f f
flt t f f
f|f t f f
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Prema definiciji G je logic¢ka posljedica premisa Fi F - G ako i
samo ako svaka interpretacija koja zadovoljava formulu
FO(F - G) istodobno zadovoljava i G.

(F - G) FO(F-G)

=

=h | =h |+ [~ |1

=h |+ [=h |+ @)
=+ [+ | =h |+

=h |+ [=h |+ @)

=h | =h |=h [+

U propozicijskoj logici mozZe se postupkom koji se sastoji od
konacno mnogo koraka odluciti je li zadani cilj teorem ili nije.
Zato se kaze da je propozicijska logika ODLUCLJIVA (eng!.
decidable).

Problem kod ovakvog dokazivanja je Sto koraci u postupku
dokazivanja rastu eksponencijalno sa n. Ako formula ima n
atoma = 2" redaka tablice istinitosti. Stoga je ovakav nacin
dokazivanja primjenljiv, ali nije praktic¢an.

Zadatak

Da li je P logic¢ka posljedicaQiPOQ??

P/Q| POQ | QO(POQ) | (QO(POQ))-P
ol t |t t t t
t|f t f t
) f| ¢ t t f
ANANN; f t

po definiciji | izravnom metodom

dokazano
nije tautologija
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Pravila zakljucivanja

Alternativni  postupak izravhom dokazivanju i metodi
opovrgavanja jest uporaba pravila zakljuéivanja za dedukciju
logi¢kih posljedica iz zadanih premisa.

Pravila zakljuivanja omogucuju dobivanje novih izjava na
temelju zadanih premisa. Slijede neki primjeri pravila
zakljucivanja.

PRAVILO KONJUNKCIJE — Ako su dvije tvrdnje (premise)
istinite tada je istinita i njihova konjunkcija. To je
najjednostavnije pravilo zakljuCivanja.

Premisa 1: A
Premisa 2: B

Logic¢ka posljedica: (A OB)
Kako provjeravamo valjanost pravila zakljuc¢ivanja?

(Podsjetimo se da se kaze da je (A O B) logi¢ka posljedica
premisa A i B ako svaka interpretacija koja zadovoljava A i
zadovoljava B zadovoljava i (A OB))

Potvrda pravila tablicom istinitosti:

=)

(AOB)
t

= [(=h =+ D>
=h |+ |=h |+ |

f
f
f

Ako opcenito dokazemo da pravilo zakljucivanja
primjenjeno na skup premisa daje formulu koja je
logi¢ka posljedica premisa, tada kazemo da smo
potvrdili (engl. verify) da je pravilo zaklju€ivanja
zdravo (engl. sound)
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Najpoznatije pravilo =zakljuCivanja je PRAVILO MODUS
PONENS - ako je istinita premisa A i ako je istinita premisa
A - B tada je propozicija B istinita.

Premisa 1: A
Premisa 2: A =B
LogiCka posljedica: B

Modus ponens smo dokazali izravhom metodom i metodom
opovrgavanja. Dokaz tablicom istinitosti:

=)

(A -~ B)
t

N N B N -
=h |+ |=h |+ |
=h |+ |=h |+ |

f
t
t

Modus ponens omoguc¢ava da se dvije formule (A i A - B)
zamijene s jednom (B), zato se kaze da je modus ponens
implikacijsko-eliminacijsko pravilo.

Zadatak Dokazi da pravilo abdukcije nije zdravo.

Premisa 1: B

Premisa 2: A =B

Logi¢ka posljedica: A
A/B[(A-B)]| A
O [t[t] ¢t t
t|f f t
mflc] t f
f|f t f
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PREGLED VAZNIJIH PRAVILA ZAKLJUCIVANJA

Neka F, G, i H predstavljaju bilo koju formulu u propozicijskoj ili
predikatnoj logici.

[1]
[2]
(3]
[4]
(5]
[6]
[7]
(8]

Ako F i Gtada (F OG) ]’ uvodenje konjunkcije
Ako (F OG) tada F
Ako (F OG) tada G

eliminiranje konjunkcije

Ako F tada (F UG) uvodenje disjunkcije
Ako G tada (F OG)

Ako Fi(F - G)tada G modus ponens
Ako ~Gi (F - G) tada ~F modus tollens

Ako (F - G)i (G - H)tada (F - H) ]’ ulancavanje (silogizam)

[9] Ako Fi(F=G)tada G
[10] AkoGi(F=G)tadaF
Primjer:

Dokazimo direktnom metodom pravilo modus tollens.

Premise: ~G i F - G; Logi¢ka posljedica: ~F
To znaci da treba dokazati da je (k<G O ( F - G)) - ~F)

tautologija.

F G ~F | ~G|(F - G) | ~GI(F-G) |((~G I(F - G)) -~F)
t|t| f f t f t

t| f| f t f f t

flt| t f t f t

fif| t t t t t

23/04/2001 Propozicijska logika 20/37




S. Ribari¢; B. Dalbelo Basi¢ Inteligentni sustavi

Navedena pravila zakljuivanja koriste se u postupku
zaklju€ivanja koji se naziva prirodno zakljuCivanje.

3.4 Prirodno zakljucivanje (engl. natural deduction)

U postupku prirodnog zakljucivanja primjenjujemo jedno od
pravila zaklju€ivanja na zadani skup premisa. Izvedena formula
logi¢ka je posljedica premisa i ona sadrzi atome onih premisa iz
kojih je izvedena.

Izvedena formula se pridodaje skupu premisa.

Ponavljanjem postupka, tj. ponovnom primjenom pravila
zakljucivanja, izvode se nove formule.
Zaustavljamo se kada:
» je izvedena formula identi¢na cilju (to zna&i da smo pokazali
da je cilj teorem) ili
» vise ne mozemo izvesti nove formule (to znadi da cilj nije
teorem).

Jedan od dva uvjeta zaustavljanja mora biti ispunjen u konacnom
broju koraka jer s konaCnim brojem premisa (tj. konacnim
brojem atoma u premisama) i ciliem moZemo izgraditi konacan
broj razli€itih formula.
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Primjer prirodnog zakljuéivanja:

[i] Ivan se probudio
[ii] Ivan nosi pribor za CiS€enje
[iil Majka je zadovoljna ako se lvan probudi i €isti svoju sobu

[iv] Ako lvan nosi pribor za €iS¢enje, tada on Cisti svoju sobu

Dokazite prirodnom dedukcijom cilj: Mama je zadovoljna.

Oznadujemo propozicije sadrzane u premisama sljede¢im atomima:
A = lvan se probudio

B = Ivan nosi pribor za ¢iS¢enje

C = Ivan gisti svoju sobu

D = Majka je zadovoljna
Cilj koji treba dokazati je D.

Mozemo ispisati premise i kao formule.

[ A

21 B

[3] AOC-D
4] B-C

Iz ovih premisa mozemo izvesti slijedece logi¢ke posljedice.

[5] C uporabom modus ponensa na [2] i [4]
[6] AOC uvodenjem konjunkcije na [1] i [5]
[7] D uporabom modus ponensa na [3] i [6]

Cilj je izveden kao logi¢ka posljedica premisa.
Time smo dokazali da je D (Majka je zadovoljna) teorem.
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Nedostatak prirodnog zakljucivanja:

Implementacija postupka je vrlo sloZzena. Program mora sadrzavati
sofisticiranu upravljaCku strukturu koja ¢e odredivati koja pravila kada
uporabiti i na kojim premisama da bi se dokazao teorem.

Primjerice, uporaba pravila uvodenje konjunkcije na premisama [1] i [2]

daje novu formulu A O B. Medutim, ona je beskorisna u daljnjem
postupku dokazivanja cilja D.
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3. 5 Dokazivanje teorema uporabom rezolucije
Uvod

Prirodno zakljucCivanje je slozeno zbog uporabe velikog broja
pravila. Uvodimo novo pravilo zakljudivanja - rezolucijsko
pravilo. Ideja rezolucijskog pravila je slijedeca.

Neka su dani atomi F, G, A i njegova negacija ~A.
Zadane su dvije premise A O F i ~A O G. Te se dvije premise
kombiniraju tako da daju jednu logicku posljedicu:
AOF
~AOG
Logicka posljedica: FOG

Literali i klauzule

Definicija
Literal je atom ili njegova negacija.
Primjeri atoma su A, B, C, D, ~A, ~B, ~C, ...

Definicija
Klauzula je disjunkcija od n literala, n = 0.

Primjeri klauzula
> AOCO~B
» ~B0OD
> G
> NIL

Klauzula koja ima samo jedan literal naziva se jedini¢na
klauzula dok simbol NIL predstavlja praznu klauzulu.

Rezolucijsko pravilo zakljuCivanja moze se primjeniti

samo na formulu koja je u obliku konjunkcije klauzula.

Da li je time rezolucijsko pravilo ograniceno?  NE!
Svaka se formula moze pretvoriti u njoj ekvivalentnu
konjunkciju klauzula.
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Pretvaranje formula u klauzalni oblik

Svaka se formula moze pretvoriti u njoj ekvivalentnu
konjunkciju klauzula u Cetiri slijedna koraka:

Korak | Svrha koraka Ekvivalencija koja se koristi u koraku
1 Uklanjanje o [1](F o G)=((~FOG) O(~G OF))
2 Uklanjanje - [21(F - G)= (~FOG)
3 Smanjivanje [De Morganovi zakoni]
dosega operatora o (0 o
negacije tako da [3a] ~(FOG) = (~F D ~G)
se odnosi samo [3b] ~(FOG) = (~F O~G)
na jedan atom
4 Transformacija u [Distributivnost]
konjunkciju
i [4a] (FO(GOH))=((FOG)O(FOH))
[4b] (GOH)OF) =((GUF)O(HOF))
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Primjer: Pretvori formulu ((C OD) - (~A  B)) u njoj ekvivalentnu
konjunkciju klauzula slijededi Cetiri prethodna koraka.

((COD) - (~A - B))

((COD) - ((~(~A) OB) O(~B OvA)))

ekvivalencijom [1]

((COD) -~ ((AOB) O(~B O~A)))

eliminacija
dvostruke negacije

(~(COD)O(ADOB)O(~BO~A))

ekvivalencijom [2]

((~C O~D) O((AOB) O(~B O~A)))

ekvivalencijom [3a]

(((~C O~D) O(AOB)) O((~CO~D) 0O
(~B O~A)))

ekvivalencijom [4a]

((~COAOB) O(~D DA OB)) O((~C O~D) O
(~B O~A))

ekvivalencijom [4b]

(~\COAOB)O(~DOADOB) O(~C O~B O~A)
0(~D O~B O ~A))

ekvivalencijom [4b]

Prije primjene rezolucijskog pravila formula se mora pretvoriti u

konjunkciju klauzula.

Istinitost konjunkcije klauzula znadi istinitost svake pojedine
klauzule, pa se konjunkcija klauzula moze pisati kao skup
klauzula u kojem se implicitno podrazumijeva konjunkcija.

Formula je u klauzalnom obliku ako je napisana u obliku
skupa klauzula izmedu kojih se implicitno podrazumijeva

konjunkcija.

Primjer (~COAOB)O(~DOADOB) O(~C0O~B)

u klauzalnom obliku {(~C OA OB), (~D OA OB), (~C0O~B)}

ili se klauzule mogu pisati jedna ispod druge:
~COADOB
~DOAOB
~C O~B
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Rezolucijsko pravilo' (engl. resolution rule)

Razmotrimo primjer:

komplementarni
literali disjunkcija n
literala, n = 0.

\)
RODITELISKE (11)\ BOF 7
KLAUZULE (I2) ~BOG

Rezolucijskim pravilom se izvodi (I3)

REZOLVENTNA
KLAUZULA (13) FOG

Rezolventna klauzula (engl. resolvent) dobivena je
zakljucivanjem ili razrjesavanjem roditeljskih klauzula (I1) i
(I2) s obzirom na komplementarne literale B i ~B.

Klauzula (I1) i (I2) su premise iz kojih se izvodi (13).

Poseban slucaj:

(I1) B

(I2) ~B
(I3) NIL

"Napomena: rezolucijsko pravilo moZe se jo§ nazvati i pravilo razrje$avanja.
"Robinson, J.A. (1965). A machine-oriented logic based on the resolution principle, Journal of
the ACM, 12(1), 23-41.
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Cime je poduprto rezolucijsko pravilo?

Dokazimo da je rezolucijsko pravilo zdravo, tj. da je (13)
logicka posljedica (I1) i (12).

(I1) je uporabom ekvivalencija [1], [20], [2] .... (F1) ~F - B

(I2) je uporabom ekvivalencije [2]....c.cccovvvenernnen (F2) B-G
(F1) i (F2) uz pravilo ulan¢avanja [8] ....c..cceeruen. (F3) ~F - G
(F3) primjenom ekvivalencije [2], [1] «..cveevveen.. . (I3) FOG

Time smo potvrdili da je rezolucijsko pravilo zdravo, tj. da je
rezolventa logicka posljedica roditeljskih klauzula.

Kako se jos moze pokazati da je rezolucijsko pravilo zdravo?
Tablicama istinitosti kojima se pokazuje da je:
> (((BOF)O(~BOG)) - (FOG) ) tautologija

> (((BOF) O(~B 0G)) O~(FOG) ) kontradikcija
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Rezolucijsko pravilo kao generalizacija pravila modus
ponensa i modus tollensa

Rezolucijsko pravilo moze se shvatiti kao generalizacija pravila
zakljucivanja modus ponensa i modus tollensa, ako je jedna od
roditeljskih klauzula jedini¢na.

Premise Izvedena logicka posljedica
c D
1 C.D prema modusu ponensu
c D
~COD prema rezoluciji
~D ~C
2 C.D prema modusu tollensu
~COD prema rezoluciji
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Rezolucijsko zakljucivanje (engl. resolution

deduction)

\ 4
Zadani skup
klauzula U

A\ 4
Nadi rezolventu

> uporabom rezolucije na U

Dodaj

rezolventu u U l

f

Ispunjen neki

od uvjeta
NE zaustavliania

DA

Uvjeti zaustavljanja:

> izvedena je ciljna formula

» ne moze se viSe izvesti nova formula

> iscrpljeni su racunalni resursi
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Primjer rezolucijskog zakljucivanja:

Skup U

[11] ~A O ~C
[[21~ADO C O D
[I3] AO DO E
[14] ~D

[I5] ~E

Slijedi niz rezolventi izvedenih rezolucijskim zakljucivanjem:

[I6] ~AOC J12i14/
[17] AOE /13014 /
[I8] DO EOC /13i16/
[I9] COE /16117 /
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Potpunost rezolucije opovrgavanjem

Pretpostavimo da je skup klauzula U nekonzistentan.

Dokazano je da ¢e se tada rezolucijskim zakljucivanjem dodéi do
nekonzistentne klauzule. Na primjer, B i ~B koji se svode na
NIL.

Kako je NIL izvedeno iz U rezolucijskim pravilom svaka
interpretacija koja zadovoljava U mora zadovoljavati NIL. Kako
ni jedna interpretacija ne zadovoljava NIL, tada ni jedna ne
zadovoljava U, sto znaci da je U proturjecje.

Izvodenje NIL iz U znadi da je U proturjecno.
G je logicka posljedica premisa F1, F2, ..., Fn akko je
(F1 O F2 O .. OFn O~G) proturjecje.
Takoder smo pokazali da se svaka formula moze pretvoriti u
klauzalni oblik.

Iz navedenog slijedi:

Formula G je logicka posljedica premisa F1, F2, ..., Fn

akko se rezolucijskim zaklju¢ivanjem moze izvesti NIL

klauzula iz ulaznog skupa klauzula F1, F2, ..., Fn, ~G.

Rezolucijsko zakljucivanje opovrgavanjem je potpuno:
ako je G teorem onda e se rezolucijom opovrgavanjem
to i dokazati. To ne vrijedi za izravhu metodu rezolucije.

Rezolucija opovrgavanjem je potpuna. I
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Primjer
[11] A _
premise
[12] ~A O C
Zelimo dokazati:  [I3] AOC } cilina formula

Samo rezolucijom opovrgavanjem (bez drugih pravila)
mozemo dokazati ciljnu klauzulu!

Za rezoluciju opovrgavanjem potrebno
jeAd(~ADOC) O~(A OC) pretvoriti u
ekvivalentni skup klauzula:
AO(~ADOC)O~(AOC) =

/De Morganovi zakoni [23]/
AO(~AOC)O~AO~C

izravno rezolucijsko

zakljugivanie rezolucija opovrgavanjem

NE MOZEMO DOKAZATI
CILJNU FORMULU SAMO
UPORABOM
REZOLUCIJE!

[11] A

[11] A [12] ~A O C
[[2] ~A O C [14] ~A
rezolventa [I3] C [15] ~C

rezolventa [I6] NIL /I1il14/
DOKAZALI SMO CILJNU FORMULU !
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Napomena:
Rezolucija opovrgavanjem je potpuna uz uvjet da su
klauzule faktorizirane. Faktorizacija je ekvivalencija ([13])
G 0G = G kojom se viSekratno pojavljivanje istog literala
zamjenjuje sa jednim literalom.

Primjer koji pokazuje vaznost faktorizacije kod rezolucije.
Neka je dan skup klauzula
[I1] BOB
[I12]~B O ~B
Taj je skup proturjecan, ali primjenjujuéi pravilo rezolucije
na njega izvodimo
[I3] B O~B, a to je tautologija!l

Pretpostavljat ¢emo da su sve klauzule u ulaznom skupu
faktorizirane. Takoder, svaka se izvedena rezolventa
zamijenjuje faktoriziranom klauzulom.

Rezolucijom opovrgavanjem dokazati ¢emo svaku formulu koja
je logic¢ka posljedica danih premisa.
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Primjer (isti primjer kao i za prirodno zakljucivanje)

Neka je dan skup premisa:

[ A

[2] B

[3] AOC-D
[4 B-C

Treba dokazati da je D logic¢ka posljedica danih premisa.
D je ciljna formula.

Premise i negacija ciljne formule pretvaraju se u klauzalni oblik
te to zajedno d&ini ulazni skup.

MM A

2] B premise

[13] ~AO~COD ulazni skup
[14] ~BOC

(5] ~D } negacija cilja

Iz gornjeg skupa mozemo izvesti slijedece rezolvente:

[le] ~AO~C / razrjeSavanjem [I3] i [I15] /

(7] -~C / razrieSavanjem [I1] i [I6] /
[18] ~B / razrjeSavanjem [14] i [17]/
[19] NIL / razrieSavanjem [I12] i [I8] /

Cilj je dokazan jer je izvedena prazna klauzula NIL.
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Podrobniji prikaz
rezolucijskog

postupka
opovrgavanjem

Negiraj ciljnu
formulu G

\ 4
Ulazni skup U: pretvori

F1, F2, .., Fn, ~G
u klauzalnu formu

»
»

A4

Iz skupa U izaberi dvije
klauzule

Dodaj
rezolventu u U

A

NE

Nadi rezolventu
uporabom rezolucije na U

Izveden je NIL ili
nema vise novih klauzula ili
iscrplieni resursi

v

Ako je izveden NIL onda je
DOKAZANA CILINA FORMULA.
Ako nema novih klauzula onda

ciljna formula nije dokazana.

l
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Zadatak

Da li je P logicka posljedicaQiPOQ ?

P/ Q| POQ |QOMPOQ) | (QO(POQ))-P
ot |t t t t
t|f t f t
m) Ft| ¢ t f
flf f f t
po definiciji | izravnom metodom
dokazano
nije tautologija
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