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Sazetak

Seminarski rad daje prakticni pogled na dinamicko programiranje kao teh-
niku dizajna algoritama i primjenu tehnike na problem rasporedivanja. Teh-
nika je uvedena kroz jednostavne primjere trazenja n-tog Fibonaccijevog
broja i rjesavanje problema ruksaka. Osim uvoda u dizajn algoritama di-
namickim programiranjem, za svaki algoritam prikazan u radu navedena je i
objasnjena vremenska i ponekad prostorna slozenost u Landau notaciji.

Nakon detaljnih rjesenja uvodnih primjera, opc¢enito su opisani kriteriji
tocnosti i primjenjivosti dinamickog programiranja i dva vida dinamickog
programiranja: memoizacija rekurzivnih funkcija i dinamicko programiranje
od dna prema vrhu. Za oba vida su kroz rad navedeni brojni primjeri kao i
ogranicenja i prednosti u odnosu na alternativu.

Konacno, prikazana je primjena dinamickog programiranja na pronalazenje
optimalnog rjesenja malih instanci dviju inacica problema rasporedivanja.
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Uvod

Dinamicko programiranje spominje se kao tehnika u operacijskim istrazivanjima
u okviru matematickog optimiranja i kao algoritamska tehnika u ra¢unalnom
programiranju. U ovom radu je prikazan prakticni pogled na dinamicko
programiranje, specificno u kontekstu primjene na pronalazenje optimalnih
rjeSenja malih instanci problema rasporedivanja.

U primjeni dinamickog programiranja, slicno kao kod primjene tehnike
podijeli-pa-vladaj, dobivena instanca problema sustavno se razlaze na jednos-
tavnije instance istog problema. RjeSenja jednostavnijih instanci koriste se
onda za rjeSavanje pocetne instance problema. Medutim, dok je cilj tehnike
podijeli-pa-vladaj instancu podijeliti na nezavisne instance, dinamicko pro-
gramiranje primjenjivo je upravo u slucaju kada se jednostavnije instance
preklapaju.

Dinamickim programiranjem moze se naivne algoritme za mnoge kom-
binatoricke probleme znacajno ubrzati uz veéu potrosnju spremnickog pros-
tora. lako formalno neispravno, za intuiciju se moze re¢i da se dinamickim
programiranjem algoritam eksponencijalne vremenske slozenosti svodi na po-
linomnu vremensku slozenost uz povecanje prostorne slozenosti za polinomni
faktor. Cak i kada je visoka prostorna slozenost prihvatljiva, dinamicko pro-
gramiranje Cesto nije prikladno za rjeSavanje nekog problema, tj. ne donosi
ubrzanje u izvodenju. U radu su opisani uvjeti koje mora ispunjavati neki
algoritam kako bi se njegova vremenska slozenost mogla smanjiti dinamickim
programiranjem.

U najsirem smislu, problemi rasporedivanja traze optimalnu organizaciju
zadataka na nekom skupu strojeva, uz razlicite uvjete nad zadacima i razlicite
funkcije cilja. Raszli¢ite inacice problema rasporedivanja prirodno se pojav-
ljuju u organizaciji proizvodnje, ali i u rac¢unalnim sustavima, na primjer
u rasporedivacu zadataka u operacijskom sustavu. Znacajan dio prakti¢no



zanimljivih inacica problema rasporedivanja je NP-potpun ili NP-tezak!, pa
se tipi¢no rjesava heuristickim algoritmima koji pronalaze “dovoljno dobra”
rjeSenja problema. Ipak, pokazuje se da je za dio inacCica moguce osmisliti
algoritam zasnovan na dinamickom programiranju koji pronalazi optimalan
poredak u pseudopolinomnom vremenu? i moze biti primjenjiv za manje ins-
tance problema ¢ija optimalnost je od posebnog znacaja.

Ostatak rada organiziran je na sljede¢i nacin. U poglavlju 1 je prikazan
uvod u tehniku dinamickog programiranja kroz detaljnu analizu dva jednos-
tavna problema: trazenje n-tog clana Fibonaccijevog slijeda i rjesavanje 0-1
problema ruksaka. Poglavlje 2 daje opéeniti pregled dinamickog programi-
ranja kroz definiciju kriterija toc¢nosti i primjenjivosti dinamickog programi-
ranja i analizu dva vida dinamickog programiranja: memoizacije rekurzivnih
funkcija i dinamickog programiranja od dna prema vrhu. Konac¢no, u po-
glavlju 3 je prikazana primjena dinamickog programiranja na pronalazenje
optimalne organizacije zadataka u dvije inacice problema rasporedivanja.

!Definicija pojmova NP-potpun i NP-teZak zasniva se na teoriji slozenosti jezika. Klasa
jezika P sadrzi sve jezike koje je moguce u polinomnom broju koraka prihvatiti determsi-
nistickim Turingovim strojem. S druge strane, klasa jezika NP sadrzi sve jezike koje je
moguce prihvatiti u polinomnom broju koraka nedeterministickim Turingovim strojem.
Nadalje, neki jezik L je NP-potpun ako i samo ako je u klasi NP i svaki jezik L’ iz NP je
polinomno-reducibilan u L. Jezik L’ je polinomno-reducibilan u L ako i samo ako se za
svaki niz w’ pripadnost jeziku L’ moze ispitati tako da se u polinomnom vremenu konstru-
ira niz w i ispita njegova pripadnost jeziku L. Tada vrijedi w’ € L' < w € L. Jezik L jest
NP-tezak ako i samo ako je svaki jezik L’ polinomno-reducibilan u L. Pritom, sam jezik
L ne mora biti u klasi NP. Definicije iz teorije jezika prenose se na podruéje slozenosti
algoritama definiranjem preslikavanja iz opisa instance problema u niz nekog jezika. U
skladu s definicijama, NP-potpune i NP-teske probleme nije moguce rijesiti u polinomnom
vremenu na deterministickom stroju ako je P # NP.

2Pseudopolinomno vrijeme izvodenja polinomno ovisi o vrijednosti nekog broja u opisu
instance problema. Kako se vrijednost broja u bilo kojoj brojevnoj bazi na traku
zamisljenog Turingovog stroja moze zapisati u logaritamski broj céelija, polinoman broj
koraja je eksponencijalna funkcija duljine ulaznog niza. Preciznije objasnjenje dano je u
odjeljku 2.1.



Poglavlje 1

Uvod u dinamicko
programiranje

Dinamicko programiranje blisko je vezano uz rekurziju i matematicku induk-
ciju. Svaki problem koji se rjesava dinamickim programiranjem moguce je
svesti na racunanje odredenog clana nekog slijeda brojeva, pri ¢emu defini-
cija slijeda ovisi o problemu koji se rjesava. U opcenitom slucaju, slijed ¢e
biti viseparametarski, gdje svaki parametar odgovara nekoj dimenziji pro-
blema, ali viSeparametarski slijed moze se pretvoriti i u jednoparametarski
slijed nesto slozenije definicije. Definicijom slijeda opisuje se kako se neka ins-
tanca problema razlaze na manje instance istog problema i kako se rjesenja
tih manjih instanci povezuju u rjesenje pocetne instance. Zbog toga kao ko-
ristan uvod u dinamicko programiranje moze posluziti jednostavan problem
racunanja n-tog clana jednoparametarskog slijeda brojeva.

1.1 Fibonaccijev slijed

Mnogi sljedovi brojeva mogu se opisati rekurzivno, kroz konacan broj poc¢etnih
¢lanova i definiciju n-tog clana kao funkcije prethodnih ¢lanova. Na primjer,
poznati slijed Fibonaccijevih brojeva definiran je pocetnim ¢lanovima nula i
jedan, te n-tim clanom koji je jednak zbroju prethodna dva. Matematicki
bismo ovu definiciju slijeda Fibonaccijevih brojeva mogli zapisati ovako:

FO :Oa
F1 — 1,
F,=F,_1+ Fn_Q,‘v’n > 1.



Ovom definicijom, slijed je potpuno definiran jer za bilo koji n mozemo
izracunati F;, uzastopnim uvrstavanjem. Na primjer,

F3=F+F

= (I + Fy)+ F
(140)+1
2.

Za neke rekurzivne definicije slijeda, ukljucujué¢i i Fibonaccijev slijed,
moguce je odrediti zatvorenu formu [1]. Zatvorena forma je jednadzba koja
definira n-ti ¢lan slijeda iskljucivo kao funkciju broja m, neovisno o pret-
hodnim ¢lanovima slijeda. Zatvorena forma ¢esto omogucuje brze racunanje
n-tog clana od uzastopnog uvrstavanja, ponekad cak i u konstantnom vre-
menu, tj. neovisno o n. Ipak, odredivanje zatvorene forme cesto je mate-
maticki zahtjevno, a za mnoge sljedove i nemoguce. Alternativno, n-ti ¢lan
slijeda moze se odrediti uz pomo¢ racunala, Sto je prikazano u nastavku na
primjeru Fibonaccijevog slijeda.

Naivni algoritam

Fibonacci(n):
ako je n = 0:
vrati O
inace ako je n = 1:
vrati 1
inace:
vrati Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)

Ispis 1.1: Racunanje n-tog Fibonaccijevog broja po definiciji.

Naivni algoritam za racunanje n-tog ¢lana Fibonaccijevog slijeda prikazan
je pseudokodom u ispisu 1.1. Retci 2-5 osiguravaju ispravne vrijednosti za
nulti i prvi ¢lan slijeda Fy i F). Redak 7 racuna n-ti ¢lan za n > 1 po
definiciji, koriste¢i dva rekurzivna poziva funkcije. Sa aspekta citljivosti,
tesko je zamisliti jasniji algoritam s obzirom da prikazani algoritam izravno
modelira matematicku definiciju slijeda.

Slika 1.1 prikazuje stablo aktiviranja funkcije Fibonacci za n = 5. U
zagradi u svakom ¢voru nalazi se pripadni argument funkciji, a desno od




Slika 1.1: Stablo aktiviranja procedura za ispis 1.1 i n = 5.

zagrade se nalazi redni broj poziva funkcije s danim argumentom. Na pri-
mjer, funkcija se poziva dvaput s argumentom 3 i pet puta s argumentom
1. Koristeé¢i metodu supstitucije [2], lako je dokazati da je vrijeme izvodenja
funkcije Fibonacci ©(¢")! pri ¢emu je ¢ omjer zlatnog reza i iznosi nesto
vise od 1.618%. S obzirom da eksponencijalna funkcija raste vrlo brzo, ovaj
algoritam nije primjeren za racunanje n-tog Fibonaccijevog broja ve¢ za ni-
ske dvoznamenkaste n. Na primjer, ako bi se na nekom racunalu funkcija
Fibonacci(30) izvrsavala jednu sekundu, poziv Fibonacci(50) izvrsavao bi

IDefinicija oznake © dana je u dodatku A.

2Tako je vrijeme izvodenja funkcije eksponencijalno, algoritam iz ispisa 1.1 ne ra¢una n-
ti Fibonaccijev broj u vremenu koje je eksponencijalna funkcija veli¢ine ulaznih podataka.
Naime, ulaz u algoritam je sam broj n, a njegov zapis u bilo kojoj brojevnoj bazi zauzima
O(logn) celija te je zbog toga algoritam mnogo losiji od eksponencijalnog.



se viSe od Cetirl sata.

Osnovni razlog visoke vremenske slozenosti algoritma iz ispisa 1.1 je
viSestruko izracunavanje rezultata za isti argument funkcije Fibonacci, Sto
je prvi znak da se algoritam moze ubrzati koriste¢i dinamicko programiranje.

Memoizirani naivni algoritam

Najjednostavniji nacin primjene dinamickog programiranja na ve¢ gotovo
rekurzivno rjeSenje je memoizacija. Memoizacija podrazumijeva pamcenje
izracunatog rezultata za odredene argumente funkcije kako bi se izbjeglo
ponovno izracunavanje kada se funkcija pozove s istim argumentima.

Fib je niz n+l1 cijelih brojeva

inicijaliziraj Fib[i] := -1 za sve i <= n
Fib[0] := 0
Fib[1] := 1

Fibonacci(n):
ako je Fib[n] = -1:
Fib[n] := Fibonacci(n-1) + Fibonacci(n-2)
vrati Fib[n]

Ispis 1.2: Racunanje n-tog Fibonaccijevog broja s memoizacijom.

Memoizirana funkcija Fibonacci prikazana je u ispisu 1.2. Retci 1-3
inicijaliziraju globalni niz brojeva u koji se pohranjuju izracunate vrijednosti.
U retku 5, funkcija provjerava je li trazeni rezultat ve¢ izrac¢unat. Ako nije,
rezultat se izracuna u retku 6 i pohrani na odgovaraju¢e mjesto u niz Fib.
Konacno, u retku 7, kao rezultat funkcije vrac¢a se vrijednost Fib[n].

Na slici 1.2 prikazano je stablo aktiviranja funkcije Fibonacci za n = 5.
Iz slike je ocito da se poziv Fibonacci(n-2) u retku 6 uvijek izvrsava u kons-
tantnom vremenu, jer se tijekom izvrsavanja poziva Fibonacci(n-1) postavi
odgovarajuca vrijednost u Fib[n-2]. Indukcijom se lako moze pokazati da
je vrijeme izvodenja funkcije Fibonacci(n) ©(n)3.

3S obzirom na to da je veli¢ina ulaza u algoritam ©(logn), memoizirani algoritam
racuna n-ti Fibonaccijev broj u vremenu koje eksponencijalno ovisi o veli¢ini ulaza. Kako
je n-ti ¢lan Fibonaccijevog slijeda definiran linearnom rekurzivnom formulom, moguce ga
je lako izracunati linearnim algoritmom u ©(logn) vremenu brzim potenciranjem karak-
teristicne matrice, ali taj algoritam izlazi iz opsega ovog rada.




Slika 1.2: Stablo aktiviranja procedura za ispis 1.2 1 n = 5.

Prostorna slozenost memoiziranog algoritma je takoder ©(n). U ovom
sluc¢aju, koristenjem dinamickog programiranja nije doslo do asimptotskog
povecanja prostorne slozenosti s obzirom da i naivni algoritam ima istu pros-
tornu slozenost zbog programskog stoga koji se koristi za rekurzivne pozive.

Memoizacija se ponekad naziva dinamickim programiranjem od vrha prema
dnu jer se manja instanca problema rjeSava samo kada je njeno rjesenje nuzno
za rjeSavanje vece instance. To svojstvo predstavlja osnovnu razliku u odnosu
na “pravo” dinamicko programiranje, gdje se sustavno rjesavaju instance od
manjih prema veé¢im, tj. od dna prema vrhu.



Rjesenje dinamickim programiranjem od dna prema vrhu

Za dinamicko programiranje od dna prema vrhu obi¢no se koristi niz ili, u
opc¢enitom slucaju, viSedimenzionalna matrica. Vrijednosti u nizu ili matrici
sustavno se izracunavaju nekim redoslijedom koji ovisi o problemu koji se
rjesava.

Fib je niz n+1 cijelih brojeva
Fib[0] := 0
s|Fib[1] := 1
za 1 od 2 do n:
Fib[i] = Fib[i-1] + Fib[i-2]

Ispis 1.3: Racunanje n-tog Fibonaccijevog broja dinamickim programiranjem
od dna prema vrhu.

RjeSenje u ispisu 1.3 podsjeca na naivni algoritam uz zamjenu rekurzivnih
poziva funkcije pristupima u niz Fib. Nakon izvodenja petlje u retcima 4 i
5, trazeni n-ti clan Fibonaccijevog slijeda nalazi se u Fib[n].

Prikazani algoritam ima istu vremensku i prostornu slozenost kao i memo-
izirani algoritam — O(n). Kako Fibonaccijevi brojevi rastu eksponencijalno
brzo, u praksi bi za racunanje trebalo koristiti tip podataka koji predstavlja
cijele brojeve proizvoljnog broja znamenaka ili n-ti Fibonaccijev broj racunati
modulo nekog relativno malog broja. Preostalo ograni¢enje predstavlja pros-
torna slozenost, tj. maksimalni n za koji je ovaj algoritam primjenjiv ovisi o
dostupnoj koli¢ini spremnickog prostora. Ako je cilj isklju¢ivo odrediti n-ti
clan Fibonaccijevog slijeda za neki odredeni n, a prethodni ¢lanovi nisu po-
trebni, mogucée je prostornu slozenost smanjiti na ©(1) zamjenom niza Fib
sa dvije varijable koje éuvaju samo zadnja dva izracunata ¢lana’.

1.2 Problem ruksaka

Naziv problem ruksaka odnosi se na cijeli razred problema koji se unutar
slicnog modela razlikuju u ograni¢enjima. Gotovo sve zanimljive inacice pro-
blema ruksaka su NP-potpune [3]; drugim rije¢ima, za njih nije moguée naci

4U poglavlju 2.4 je pokazano kako se slican postupak moze primijeniti i na mnogo
slozenije probleme i znatno smanjiti potrebnu koli¢inu spremnickog prostora.



polinomni algoritam u okviru RAM modela rac¢unala ako je P # NP5 U
ostatku poglavlja definiran je 0-1 problem ruksaka i prikazani su razliciti
algoritmi koji problem rjesavaju.

0-1 problem ruksaka

Neka je zadano n predmeta i dva cjelobrojna niza V' i M, pri ¢emu je Vi]
vrijednost, a M|i] masa i-tog predmeta. Dodatno, neka je zadan cijeli broj
C koji predstavlja maksimalnu ukupnu masu predmeta koje je mogucée po-
hraniti u ruksak. 0-1 problem ruksaka trazi maksimalan zbroj vrijednosti
predmeta u ruksaku, pri ¢emu njihova ukupna masa ne smije biti ve¢a od C.
Predmeti su nedjeljivi, tj. moguce je predmet ili uzeti u cijelosti ili ne uzeti
uopce.

Pri prvom susretu s problemom ruksaka, nameée se ideja pohlepnog
rjeSenja, na primjer punjenje ruksaka najvrjednijim predmetima ili predme-
tima s najveéim omjerom V[i|/M[i]. Za obje pohlepne strategije, protupri-
mjer je:

QR <=
[
= T Tor W@

Obje strategije za dani primjer uzimaju nulti predmet i daju vrijednost 5
uz masu 3 dok je optimalno rjesenje uzeti preostala dva predmeta za ukupnu
vrijednost 6 i masu 4.

Rekurzivno rjesenje

Za formulaciju rekurzivnog rjesenja definira se funkcija R(i,m) koja daje
najve¢u mogucu vrijednost ruksaka koriste¢i neke od prvih ¢ + 1 predmeta
ukupne mase ne vec¢e od m. Trazena maksimalna vrijednost ruksaka onda je

R(n—1,0C).

Preostaje definirati pocetne vrijednosti i opéu formulu koja povezuje vecu
instancu problema s rjesenjima manjih instanci. Pocetne vrijednosti lako je

SPreciznije receno, ako je P # NP, nije moguce konstruirati deterministicki Turingov
stroj koji u polinomnom broju koraka odgovara na pitanje je li zadana instanca problema
ruksaka rjesiva ili ne.

10



definirati za jednostavne slucajeve; ako je i = 0 tj. dozvoljeno je koristiti samo
nulti predmet, ocito je da ¢e za sve ukupne mase m manje od mase nultog
predmeta M [0] vrijednost funkcije R biti nula. Za sve vrijednosti parametra
m koje su vece ili jednake masi predmeta M[0], vrijednost funkcije R bit
¢e jednaka vrijednosti nultog predmeta V'[0] jer je optimalno rjesenje danog
potproblema staviti nulti predmet u ruksak.

Matematicki zapisano:

|0, ako je m < M]I0]
1(0,m) = { V[0],  akojem > M][0].

Nacin razmisljanja potreban za op¢u formulu zasniva se na matematickoj
indukciji: uz pretpostavku da je poznato rjeSenje za sve manje vrijednosti
parametara ¢ i m, potrebno je definirati vrijednost funkcije R(i,m). Za svaki
novi predmet, na raspolaganju su dvije opcije: predmet se preskace i ne ulazi
u ruksak ili se predmet stavlja u ruksak.

U svakoj instanci problema, i-ti predmet je moguée preskociti. U tom
slucaju, vrijednost funkcije R(i, m) jednaka je vrijednosti R(i—1,m), tj. mak-
simalnoj vrijednosti ruksaka maksimalne mase m u kojem se nalaze neki od
prvih ¢ — 1 predmeta.

Predmet je moguce dodati u ruksak samo ako njegova masa nije veca od
maksimalne dozvoljene mase za danu instancu problema tj. vrijedi M[i] < m.
U tom slu¢aju, moguce je odabrati hoce li se predmet dodati u ruksak ili ne,
a odabire se ona opcija koja daje vecu vrijednost ruksaka. Ako se predmet
ne dodaje u ruksak, vrijednost funkcije je R(i — 1,m). U suprotnom, ako
se predmet dodaje u ruksak, s nekima od prethodnih ¢ — 1 predmeta mogla
se zauzeti maksimalna ukupna masa m — M|[i] pa je nova vrijednost ruksaka
nakon dodavanja novog predmeta R(i—1, m— M[i])+V[i]. Ovdje je pohlepni
izbor potpuno opravdan jer je ukupna masa ruksaka u potproblemu fiksno
postavljena na m, bez obzira uzmemo li predmet u ruksak ili ne.

Konacno, funkcija R definirana je na sljedeéi nacin:

0, ako je i =01m < M][0]
V0], ako je i =01m > M0
R(i,m) =< R(i—1,m), ako je i > 01m < M[i|

maz{R(i — 1,m),
R(i—1,m— M[])+VI[i}, akojei>01im > M[i.

U skladu s razmatranjima u uvodu, funkcija R moze posluziti za definira-
nje dvoparametarskog slijeda cijelih brojeva. Nadalje, dvoparametarski slijed

11
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mogao bi se svesti na jednoparametarski slijed nesto slozenije definicije, ali
u praksi to najcesée nimalo ne olaksava rjesavanje problema.

R(i, m):
ako je i = 0:
ako je m < M[0]:
vrati O
inace:
vrati V[0]
inace:
pom := R(i-1, m)
ako je m >= M[i]:
pom := max(pom, R(i-1, m-M[i]) + V[i])
vrati pom

Ispis 1.4: Rekurzivno rjeSenje 0-1 problema ruksaka.

Rekurzivno rjesenje 0-1 problema ruksaka, prikazano u ispisu 1.4, izravni
je prijevod definicije funkcije R u pseudokod; retci 24 odnose se na prvi
slucaj, retci 5 i 6 na drugi slucaj, redak 8 na treéi slucaj i retci 9 1 10 na
cetvrti slucaj.

Lako je vidjeti da je vremenska slozenost ovog algoritma u najgorem
slucaju ©(2"). Na primjer, ako se uzmu predmeti mase jedan tako da se
u svakom pozivu za ¢ > 0 funkcija poziva dvaput s argumentima ¢ — 1 i m
odnosno m—1. Slozenijom analizom moze se vidjeti da je vremenska slozenost
u najgorem slucaju i ©(2"). Prostorna slozenost je ©(n) zbog stoga na koji
se pohranjuju okviri funkcija pri rekurzivnim pozivima.

Memoizirano rekurzivno rjesSenje

Slicno kao u racunanju Fibonaccijevih brojeva, rekurzivno rjesenje iz ispisa
1.4 moze se znatno ubrzati memoizacijom.

Rmemo je matrica n x (C+1) cijelih brojeva
inicijaliziraj Rmemo[i] [m] := -1 za sve i < n im<=C
R(i, m):
ako je Rmemo[i] [m] = -1:
ako je i = O:
ako je m < M[O]:
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7 Rmemo[i] [m] := 0

8 inace:

9 Rmemo [i] [m] := V[O]
10 inace:

11 Rmemo[i] [m] := R(i-1, m)

12

13

14

ako je m >= M[i]:
Rmemo [i] [m]

max (pom, R(i-1, m-M[i]) + V[il)

vrati Rmemo[i] [m]

Ispis 1.5: Memoizirano rekurzivno rjesenje 0-1 problema ruksaka.

Memoizirano rjesenje iz ispisa 1.5 umjesto vracanja optimalne vrijednosti
kada je ona izracunata, vrijednost pohranjuje u matricu Rmemo. Vrijednosti
u matrici se prije prvog poziva funkcije inicijaliziraju na —1 Sto je za problem
ruksaka vrijednost koju je nemoguce ostvariti i zbog toga moze posluziti kao
indikator da vrijednost u toj celiji joS nije izracunata.

Vremenska slozenost memoiziranog algoritma iz ispisa 1.5 je ©(nC') u naj-
gorem slu¢aju®. Prostorna sloZenost je zbroj veli¢ine matrice Rmemo i pros-
torne slozenosti stoga koji podrzava rekurzivno izvodenje ©(nC) + ©(n) =
O(nC). U slucaju 0-1 problema ruksaka, prostorna slozenost memoiziranog
rekurzivnog algoritma je za faktor C' veca od prostorne slozenosti naivnog
rekurzivnog algoritma. S obzirom na to da je C' tipicno mnogo ve¢i od n,
prostorna slozenost je osnovno ogranicenje primjenjivosti ovog algoritma.

Rjesenje dinamickim programiranjem od dna prema vrhu

Vrijednost funkcije R moguce je izracunati i od dna prema vrhu, od manjih
vrijednosti argumenata prema vec¢ima. Preciznije receno, vrijednosti u n x
(C'+ 1) matrici rac¢unaju se red po red, slijeva nadesno.

Retci 21 3 u ispisu 1.6 osiguravaju ispravne pocetne vrijednosti za slucaj
1 = 0. Petlja u retcima 4-8 racuna funkciju R za preostale vrijednosti argu-
menta i. Trazena vrijednost za pocCetnu instancu problema nalazi se nakon
izvodenja petlje u R[n-1] [C].

1|R je matrica n x (C+1) cijelih brojeva

olinicijaliziraj R[0] [m]
s|inicijaliziraj R[0] [m]

:= 0 za sve m < M[0]
:= V[0] za M[0] <=m <= C

5Vidi Odredivanje vremenske i prostorne sloZenosti u poglavlju 2.3.
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za i od 1 do n-1:
za m od 0 do min{M[i]-1, C}:
R[il[m] := R[i-1] [m]
za m od M[i] do C:
R[i] [m] := max{R[i-1][m], R[i-1] [m-M[i]] + V[i]}

Ispis 1.6: Rjesenje 0-1 problema ruksaka dinamickim programiranjem od dna
prema vrhu.

Kako se racunanje svake vrijednosti u matrici R obavlja u konstant-
nom broju operacija, vremenska slozenost algoritma je ©(nC). Prostorna
slozenost je odredena veli¢inom matrice R i iznosi ©(nC').

U nastavku je prikazano kako algoritam rjesava navedeni protuprimjer za
pohlepne algoritme

O < =
1 | |
tb*"—'w

o
-
N

Gw
[O) |l NN

1
2

Slika 1.3: Vrijednosti u matrici R nakon inicijalizacije.

Matrica R nakon inicijalizacije u retcima 2 i 3 prikazana je na slici 1.3.
Kako je n = 3 1 C' = 4, matrica ima tri retka i pet stupaca. Celija u i-tom
retku i m-tom stupcu sadrzi najveéu ukupnu vrijednost ruksaka koristeci
neke od prvih ¢ predmeta sa masom manjom ili jednakom m.

Na slici 1.4 je prikazana matrica R nakon prve iteracije petlje u retcima
4-8. U prva dva stupca nalazi se vrijednost nula jer dozvoljena masa nije
dovoljna za uzimanje prvog predmeta u ruksak. Crvenom bojom su oznacene
vrijednosti u sljedeca tri stupca. Racunanje ovih vrijednosti odvija se u retku
8 algoritma jer je dozvoljena masa u ovim instancama dovoljno velika da se
u ruksak doda prvi predmet.
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Slika 1.4: Vrijednosti u matrici R nakon prve iteracije petlje u retcima 4-8.

0O 1 2 3 4
000 [0]| 5|5

0] 0|3 |5]|5
2001 0| 3|56

—

Slika 1.5: Vrijednosti u matrici R na kraju izvodenja algoritma.

Na slici 1.5 je prikazano kona¢no stanje matrice R nakon zavrsetka rada
algoritma. Pohlepno rjesSenje vrijednosti pet nalazi se u predzadnjem stupcu.
Optimalno rjesenje u kojem se u ruksak uzimaju posljednja dva predmeta
nalazi se u zadnjem stupcu.

Rekonstrukcija rjesenja

U optimizacijskim problemima ¢esto je osim optimalne vrijednosti potrebno
odrediti i kako tu optimalnu vrijednost posti¢i. Na primjer, za 0-1 pro-
blem ruksaka osim maksimalne vrijednosti ruksaka moze nas zanimati koje
predmete treba pohraniti u ruksak. Ovo proSirenje problema naziva se re-
konstrukcija rjesenja.

Osnovna ideja rekonstrukcije rjesenja je prosiriti algoritam tako da se pri
rjeSavanju svakog potproblema, osim odredivanja maksimalne vrijednosti,
zapise i korak koji je odabran kako bi se dani potproblem povezao s nekim
manjim potproblemom.

1|R je matrica n x (C+1) cijelih brojeva
2|odMase je matrica n x (C+1) cijelih brojeva
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inicijaliziraj R[0] [m] 0 za sve m < M[O]
inicijaliziraj R[0] [m] := V[0] za M[0] <= m <= C
inicijaliziraj odMase[0] [m] := m za sve m < M[O]
inicijaliziraj odMase[0] [m] := m - M[0] za M[0] <=m <= C
za i od 1 do n-1:
zam od 0 do min{M[i]l-1, C}:
R[i] [m] := R[i-1] [m]
odMase[i] [m] :=m
za m od M[i] do C:
ako je R[i-1][m] >= R[i-1][m-M[i]] + V[i]:
R[i] [m] := R[i-1] [m]
odMase[i] [m] :=m
inace:
R[i] [m] := R[i-1] [m-M[i]] + V[i]
odMase[i] [m] :=m - M[i]

Ispis 1.7: Prosirenje algoritma iz ispisa 1.6 za rekonstrukciju rjesenja.

U ispisu 1.7 prikazano je prosirenje rjesenja 0-1 problema ruksaka za re-
konstrukciju rjesenja. Algoritam koristi dodatnu n x (C'+1) matricu odMase.
U i-ti redak i m-ti stupac matrice odMase pohranjuje se gornja granica za
ukupnu masu ruksaka prije odluke o dodavanju i-tog predmeta u ruksak mak-
simalne mase m. U retcima 9 i 13, i-ti predmet se ne dodaje u ruksak pa
se u matricu odMase pohranjuje vrijednost m, dok se u 16. retku pohranjuje
vrijednost m - M[i] jer se predmet dodaje u ruksak’.

Rekonstruiraj(i, m):
ako je i > O:
Rekonstruiraj(i-1, odMasel[i] [m])
ako je odMase[i] [m] = m:
ispisi("Preskoci predmet " + i)
inace:
ispisi("Dodaj predmet " + i)

Ispis 1.8: Rekurzivna rekonstrukcija rjesenja koriste¢i matricu odMase.

Rekurzivna rekonstrukcija rjesenja 0-1 problema ruksaka koriste¢i ma-
tricu odMase prikazana je u ispisu 1.8. S obzirom na to da se rekonstrukcija

"Zbog jednostavnosti 0-1 problema ruksaka, o¢ito je da bi za rekonstrukciju rjesenja
bilo dovoljno pamtiti samo je li optimalno u odredenom potproblemu uzeti i-ti predmet ili
ne. Ipak, prikazano rjesenje blize je tipi¢nom slucaju gdje se svaki potproblem razlaze na
ve(i broj potproblema uz slozeniju lokalnu odluku.
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nuzno mora obavljati od najopcenitije instance problema, u retcima 2 i 3 se
rekurzivno rekonstruira rjeSenje za manju instancu koja je dovela do optimal-
nog rjesenja. Konac¢no, u retcima 4-7 ispisuje se odluka o i-tom predmetu.
Rekonstrukcija rjesenja se dobiva pozivom Rekonstruiraj(n-1, C). Odluke
o predmetima ¢e se zbog rekurzivnog poziva ispisati redom, od nultog pred-
meta do predmeta n — 1.

Ako je potrebno izbje¢i rekurzivnu rekonstrukciju rjesenja, moguce je
predmete prije racunanja matrica R i odMase okrenuti ili promijeniti algori-
tam tako da predmete obraduje u obrnutom smjeru.

0O 1 2 3 4

oOjo(1(2|0]1
1 1
1

11 O 00
2| 0 00| 2

Slika 1.6: Vrijednosti u matrici odMase na kraju izvodenja algoritma.

Na slici 1.6 prikazana je matrica odMase za primjer koji je rjesavan u
ovom poglavlju. Crvenom bojom su oznacene vrijednosti koje utjecu na ispis
poziva Rekonstruiraj(2, 4):

Preskoci predmet O
Dodaj predmet 1
Dodaj predmet 2
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Poglavlje 2

Primjenjivost i tehnike
dinamickog programiranja

Kao nastavak na uvodne probleme rac¢unanja n-tog Fibonaccijevog broja i
rjeSavanja problema ruksaka, u ovom poglavlju je dan opceniti pregled di-
namickog programiranja kao tehnike za dizajn algoritama. U poglavlju 2.1
formalno je definirana klasa NP-potpunih problema koji se mogu rijesiti di-
namickim programiranjem. U poglavlju 2.2 opisani su kriteriji tocnosti i
primjenjivosti dinamickog programiranja. Kriterij to¢nosti izravno se moze
primijeniti i na rekurzivno rjeSenje nekog problema, dok kriterij primjenji-
vosti ukazuje ima li smisla neko rekurzivno rjesenje pretvoriti u rjesenje di-
namickim programiranjem. Konacno, neka ogranic¢enja i prednosti memoiza-
cije i dinamickog programiranja od dna prema vrhu opisana su u poglavljima
2.3124.

2.1 Rjesavanje NP-potpunih problema u “po-
linomnom vremenu”

Kao sto je navedeno u poglavlju 1.2, mnoge su inacice problema ruksaka, pa
tako i 0-1 problem ruksaka, NP-potpuni problemi. Drugim rije¢ima, kada
bismo pronasli polinomni algoritam za rjesavanje 0-1 problema ruksaka, to
bi bio valjan dokaz da je NP = P. Algoritam dinamickim programiranjem
od dna prema vrhu iz ispisa 1.6 ima vremensku slozenost ©(nC), gdje ne n
broj predmeta, a C' kapacitet ruksaka.

Zbog neformalnog i nedovoljno preciznog preslikavanja teorije slozenosti
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jezika u intiutivnu slozenost algoritama, ¢ini se da je prikazani algoritam
polinomno rjesenje NP-potpunog 0-1 problema ruksaka. Ipak, pokazuje
se da je rjesenje samo polinomno u nC', ali ne i u duljini opisa instance
problema, tj. ulaznih parametara. Duljina opisa instance problema iznosi
O(logn + nlog Vmax + nlog Mmax + log C), gdje su Vmaz i Mmazx re-
dom maksimalna vrijednost i masa nekog od n predmeta. Funkcija nC' nije
polinom nad prikazanim izrazom. Ova Cinjenica moze se jasnije vidjeti ako
pretpostavimo instancu u kojoj vrijedi Vmaz = O(C) i Mmax = O(C).
Tada je duljina opisa instance O(nlogC').

U skladu s prethodnim razmatranjem, algoritam za rjesavanje 0-1 pro-
blema ruksaka dinamickim programiranjem naziva se pseudopolinomni algo-
ritam [3]. Svi NP-potpuni problemi koji se mogu rijesiti pseudopolinomnim
algoritmom su brojevni problemi. Brojevni problemi u opisu instanci sadrze
broj ¢iju vrijednost nije moguce ograniciti niti jednim polinomom nad dulji-
nom opisa instance. Iz same definicije je oc¢ito da ako vremenska slozenost
nekog algoritma polinomno ovisi o tom broju, nikako ne moze polinomno ovi-
siti o duljini opisa instance pa algoritam ne moze biti polinomno rjesenje da-
nog problema. Konacno, NP-potpuni problemi koje nije moguce rijesiti pse-
udopolinomnim algoritmom nazivaju se NP-potpuni u punom smislu (engl.
NP-complete in the strong sense). Primjer NP-potpunog problema u punom
smislu je problem trgovackog putnika.

2.2 Kriterij tocnosti i primjenjivosti dinamickog
programiranja

Najvaznije svojstvo svakog algoritma bez sumnje je njegova tocnost. Za
dinamicko programiranje, kriterij to¢nosti naziva se optimalna podstruktura
(engl. optimal substructure) [2]. Optimalna podstruktura zahtjeva da se opti-
malno rjesenje neke instance problema moze izrac¢unati iz optimalnih rjesenja
drugih, u nekom smislu “manjih”, instanci istog problema. Dokaz da rjesenje
zadovoljava ovaj kriterij ¢esto se provodi zakljucivanjem iz kontradikcije.

Kljuéna posljedica kriterija optimalne podstrukture je zahtjev za nezavis-
nost odluka u svakom stanju u prostoru stanja. Prostor stanja je skup svih
instanci problema koje se rjeSavaju primjenom dinamickog programiranja.
Na primjer, za 0-1 problem ruksaka, prostor stanja je dimenzija n x (C' 4 1),
a rjeSenja svih instanci pohranjena su u matrici istih dimenzija. Dimenzije
prostora stanja moraju u potpunosti opisati potproblem koji se rjesava tako
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da se ispitivanjem moguc¢ih odluka koje ovise iskljucivo o opisu trenutnog
potproblema moze do¢i do jednostavnijih potproblema koji su prethodno
rijeSeni. Na primjer, ako 0-1 problem ruksaka prosirimo zahtjevom da se u
ruksak nikada ne smiju dodati susjedni elementi, prostor stanja treba prosiriti
logickom vrijednos¢éu koja u donosSenju odluke o i-tom predmetu pokazuje je
li predmet ¢ — 1 u ruksaku.

Iz rjeSenja problema iz poglavlja 1, ¢ini se da je dinamicko programira-
nje u opc¢enitom smislu jednostavna transformacija rekurzivnog rjesenja u
iterativno rjesenje ili ¢ak jednostavna primjena memoizacije nad argumen-
tima funkcije. Ipak, lako je pokazati da takvom transformacijom mnogih
rekurzivnih rjesenja nece biti ostvareno nikakvo ubrzanje algoritma.

R(i, m, v):

ako je 1 = n:
vrati v

inace:
pom := R(i+l, m, v)
ako je m + M[i] <= C:

pom := max{pom, R(i+1, m+M[i], v+V[i])}

vrati pom

Ispis 2.1:  Rekurzivno rjesenje 0-1 problema ruksaka kroz iscrpno
pretrazivanje mogucih rjesenja

Na primjer, u ispisu 2.1 je prikazano rekurzivno rjesenje 0-1 problema
ruksaka koje generira sve moguce skupove predmeta ¢ija ukupna masa ulazi
u kapacitet ruksaka i vra¢a maksimalnu vrijednost koju je medu tim sku-
povima moguce posti¢i. Preciznije, funkcija R(i, m, v) vrac¢a maksimalnu
vrijednost koju je moguce staviti u ruksak ako je do sada odabran neki broj
od prvih i-1 predmeta ukupne mase m i vrijednosti v. Trazeno rjesenje do-
biva se onda jednostavno pozivom R(0, 0, 0).

U najgorem slucaju, vremenska slozenost ovog algoritma je ©(2"), na
primjer ako je moguce sve predmete staviti u ruksak. Prostorna slozenost je
jednaka maksimalnoj visini stoga i iznosi ©(n).

Kao uvid u izvodenje ovog algoritma, ilustrativno je promotriti sljedeéi
razred instanci O-1 problema ruksaka:

M =[1,2,4,...,2" 1]
C=2"
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Receno rijecima, za svaki n i bilo kakve vrijednosti predmeta V', mase pred-
meta su redom razli¢ite potencije broja dva, a kapacitet ruksaka je dovoljno
velik da u njega stanu svi predmeti. Za instancu iz ovog razreda, argument
m u svakom pozivu funkcije R predstavlja bit-masku skupa predmeta koji su

prethodno dodani u ruksak.

Slika 2.1: Stablo aktiviranja procedura za ispis 2.1 1 n = 3.

Cvorovi u stablu aktiviranja sa slike 2.1 ozna¢eni su samo vrijednostima
parametra m u binarnom zapisu. Kao sto je i o¢ekivano, stablo ima 2" listova
i ukupno 2"*! — 1 évorova. U zagradama pokraj vrijednosti parametra m,
prikazan je broj poziva funkcije R s tim istim argumentom. S obzirom na
to da se funkcija poziva tocno jednom sa svakim argumentom m, primjenom
memoizacije algoritam se ne bi nimalo ubrzao — Stovise, iako bi njegova
asimptotska slozenost ostala ©(2"), konstante u vremenu izvodenja bi se ne-
potrebno povecala i algoritam bi bio sporiji. Dodatno, memoizirano rjesenje
imalo bi prostornu slozenost ©(nCV,), gdje je V, ukupna vrijednost svih
predmeta.

Kriterij primjenjivosti dinamickog programiranja je preklapanje potpro-
blema (engl. overlapping subproblems). Drugim rije¢ima, ako se potpro-
blemi ne preklapaju, dinamicko programiranje ne¢e nimalo ubrzati algori-
tam. Preklapanje potproblema podrazumijeva da se pri rjeSavanju jednog
potproblema rjesavaju instance Cija se rjeSenja koriste i za rjeSavanje drugih
potproblema koji se s prvim preklapaju. Svi algoritmi do sada prikazani u
radu osim algoritma iz ispisa 2.1 zadovoljavaju ovaj kriterij.
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Kroz raspravu o kriterijima toc¢nosti i primjenjivosti dinamickog progra-
miranja, ocito je da je klju¢ni problem kod dinamickog programiranja osmis-
liti prikladno rekurzivno rjesenje. Transformacija rekurzivnog rjesenja u me-
moizirano rjesenje ili rjeSenje dinamickim programiranje od dna prema vrhu
je u najvecoj mjeri mehanicka. Pri osmisljavanju rekurzivnog rjesenja, os-
novni cilj je ispravan odabir prostora stanja i transformacija medu stanjima.

2.3 Memoizacija

Memoizacija je jednostavniji oblik dinamickog programiranja i u pravilu se
moze provesti nad bilo kojom funkcijom bez popratnih efekata (engl. side

effects).

Memoiziraj (F):
memo je asocijativno polje
F’ (argumenti) :
ako argumenti nisu u memo:
memo [argumenti] = F(argumenti)
vrati memo [argumenti]
vrati F’

Ispis 2.2: Memoizacija proizvoljne funkcije F.

Funkcija Memoiziraj u ispisu 2.2 za danu funkciju F vra¢a memoiziranu
verziju iste funkcije. U retku 2 priprema se asocijativno polje memo koje moze
biti, na primjer, tablica rasprSenog adresiranja ili samobalansirajuce stablo
pretrazivanja. U retcima 3-6 definira se nova funkcija F’ koja vraca vrijed-
nost iz strukture memo ako je ona veé¢ izracunata ili poziva originalnu funk-
ciju F i rezultat pohranjuje u strukturu. Primjenjivost ovakvog generickog
rjesenja na rekurzivne funkcije uglavnom je ograni¢ena na interpretirane pro-
gramske jezike!.

Osnovna prednost memoizacije nad dinamickim programiranjem od dna
prema vrhu je u rjeSavanju problema gdje je tesko unaprijed odrediti ispra-
van redoslijed rjeSavanja potproblema. RjeSenje memoizacijom moze biti
znacajno brze od rjesenja dinamickim programiranjem od dna prema vrhu

INa primjer Python, Ruby, JavaScript i mnoge druge. Naime, ako se neka rekurzivna
funkcija £ memoizira naredbom £ = Memoiziraj (f), nova funkcija tijekom svog izvodenja
poziva staru funkciju £. Ako je funkcija £ prevedena u strojni oblik, rekurzivni pozivi i
dalje ¢e se odnositi na nememoiziranu inacicu funkcije i nece se posti¢i nikakvo ubrzanje.
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ako se prilikom izra¢unavanja funkcije za zadane argumente izracunaju vri-
jednosti za samo dio prostora stanja. S druge strane, ako se i u rekurzivnhom
rjeSenju obradi veci dio prostora stanja, memoizirano rjesenje ¢e nacelno biti
sporije zbog losijeg koristenja prirucnog spremnika i velikog broja funkcijskih
poziva. Dodatno, kao i svako rekurzivno rjesenje, memoizacijsko rjesenje
moze biti neprimjenjivo ako je maksimalna veli¢ina stoga prevelika. Naime,
uobicajeno je da je ogranicenje na veli¢inu stoga znatno manje od ogranic¢enja
na veli¢inu gomile.

Memoizacija nije primjenjiva na neke probleme kod kojih u grafu ovisnosti
prostora stanja postoje ciklusi, kao Sto je, na primjer, problem najkraceg
puta u grafu. Ciklusi se mogu razrijesSiti u dinamickom programiranju od
dna prema vrhu, a to¢an nacin ovisi o semantici problema. Na primjer, za
problem najkraceg puta u grafu se redoslijed racunanja potproblema odreduje
pomocu prioritetnog reda.

Odredivanje vremenske i prostorne slozenosti

Odredivanje vremenske slozenosti memoizirane rekurzije se na prvi pogled
¢ini slozeno. Vrijednost neke celije u memoizacijskoj strukturi podataka
racuna se samo pri prvom pozivu funkcije s odredenim argumentima. Svaki
sljedeé¢i poziv funkcije pohranjenu vrijednost dohvaca iz strukture. Zbog
toga je ocito da vremenska slozenost ovisi o izboru memoizacijske struk-
ture. U opéem slucaju, vremenska slozenost samo prvih poziva funkcije
iznosi O(N x P x F), gdje je N kardinalitet prostora stanja, P vremen-
ska slozenost pretrazivanja memoizacijske strukture i F' vremenska slozenost
razlaganja problema na potprobleme i povezivanja rjeSenja potproblema u
rjesenje pocetne instance.

Svi preostali pozivi funkcije imaju vremensku slozenost O(P), pa preos-
taje samo izbrojiti koliko takvih poziva ima. Ako se uzme u obzir da svaki
poziv funkcije dolazi iz nekog prvog poziva funkcije s odredenim argumen-
tima, onda je o¢ito da je ukupni broj poziva funkcije ogranicen s O(N x F)
pa je ukupna vremenska slozenost memoiziranog algoritma O(N x P x F').

Na primjer, za rjesenje 0-1 problema ruksaka iz odjeljka 1.2 vrijedi N =
O(nC) jer su dimenzije memoizacijske matrice n x C. Nadalje, kako je
memoizacijska struktura matrica s konstantnim vremenom pristupa vrijedi
P = O(1). Kona¢no, vrijeme razlaganja problema na potprobleme i po-
vezivanje rjesenja potproblema iznosi F' = O(1) pa je vremenska slozenost
algoritma O(N x P x F) = O(nC). U odjeljku 1.2 je pokazano i da je
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vremensla slozenost ©(nC') u najgorem slucaju.

Prostorna slozenost je jednostavno zbroj maksimalne veli¢ine memoiza-
cijske strukture i maksimalne veli¢ine stoga. Tipi¢no velicina memoiza-
cijske strukture dominira, ali je Cesto upravo maksimalna veli¢ina stoga
ogranicavajudéi faktor primjene memoizacije.

Na primjer, za isto rjesenja 0-1 problema ruksaka, veli¢cina memoizacijske
strukture je O(nC'), a maksimalna veli¢ina stoga je ©(n). Prostorna slozenost
algoritma je stoga ©(nC) + O(n) = O(nC).

2.4 Dinamicko programiranje od dna prema
vrhu

Dinamicko programiranje od dna prema vrhu nudi neke znacajne prednosti
u odnosu na memoizaciju. Za mnoge algoritme moguce je znacajno sma-
njiti prostornu slozenost, a ponekad ¢ak i vremensku slozenost za polinomni
faktor. Dodatno, sustavni pristup matrici redak po redak u pravilu bolje
iskoristava priruc¢ni spremnik od mnogo nepravilnijeg pristupa u memoizira-
noj rekurziji. Upravo zbog ovog razloga, vazno je dimenzije matrice koja se
koristi za dinamicko programiranje poredati onim redom kojim se vrijednosti
racunaju.

S druge strane, dinamickim programiranjem se izracunavaju rjesenja za
sve manje instance problema, cak i za one koje nije nuzno izracunati za
rjeSavanje zadane pocetne instance. Ako se dimenzije prostora stanja ne
mogu prikazati cijelim brojevima ili je pretvorba u cijele brojeve slozena,
memoizacija uz koriStenje asocijativnog polja je jednostavnije rjeSenje od
dinamickog programiranja od dna prema vrhu.

Odredivanje vremenske i prostorne slozenosti

Vremenska slozenost rjesenja dinamickim programiranjem od dna prema vrhu
je ©(N x F), gdje je N veli¢ina prostora stanja, a F' vrijeme potrebno da se
izracuna jedna c¢elija u matrici. Ako se za memoizaciju isto koristi matrica,
vremenska slozenost obje tehnike je jednaka.

Prostorna slozenost jednaka je veli¢ini prostora stanja, tj. O(N). S ob-
zirom na to da je maksimalna velicina stoga tipicno dominirana veli¢inom
prostora stanja, prostorne slozenosti memoiziranog algoritma i algoritma od
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dna prema vrhu su asimptotski jednake.

Smanjenje prostorne slozenosti algoritma

Ako nije potrebno rekonstruirati rjeSenje, cesto je moguce prvu dimenziju ma-
trice smanjiti na dva i time ostvariti znac¢ajno smanjenje potrebnog spremnickog
prostora. Dodatno, takvo smanjenje prostorne slozenosti moze uzrokovati i
ubrzanje algoritma zbog boljeg koriStenja priru¢nog spremnika. Preduvjet
za ovakvo smanjenje prostorne slozenosti je da svi potproblemi na koje se
razlaze neka instanca problema imaju jednaku vrijednost nekog parametra.

Na primjer, za rekurzivnu definiciju rjesenja 0-1 problema ruksaka

0, ako jei=01m < MI[0]
V0], ako jei=01m > M0
R(i,m) =< R(i—1,m), ako jei > 01m < MJi]

maz{R(i — 1,m),
R(i—1,m — M[i]) + V[i]}, akojei>01im > MJi,
svi potproblemi ¢ija rjesenja se koriste nalaze se u prethodnom retku. Zbog
toga je dovoljno umjesto n redaka koristiti dva retka matrice.

R je matrica 2 x (C+1) cijelih brojeva
inicijaliziraj R[0] [m] := 0 za sve m < M[O]
inicijaliziraj R[0] [m] := V[0] za M[0] <= m <= C
za i od 1 do n-1:
zam od 0 do min{M[i]l-1, C}:
R[i&1] [m] := R[(i-1)&1] [m]
za m od M[i] do C:
R[i&1] [m] := max{R[(i-1)&1] [m],
RI(1-1)&1] [m-M[i]] + V[il}

Ispis 2.3: Rjesenje 0-1 problema ruksaka dinamickim programiranjem od dna
prema vrhu uz smanjenje prostorne slozenosti za faktor n.

Rjesenje u ispisu 2.3 razlikuje se od pocetnog rjesenja dinamickim pro-
gramiranjem od dna prema vrhu iz ispisa 1.6 u dva detalja. Prvo, u retku 1
je matrica R definirana kao matrica od dva retka. Drugo, u svakom pristupu
matrici u retcima 6-9 umjesto cijelog indeksa retka, koristi se samo njegov
posljednji bit. Do posljednjeg bita dolazi se bitovhom-i operacijom sa bro-
jem jedan. Nakon izvodenja algoritma, konac¢no rjeSenje nalazi se u celiji
R[(n-1)&1].
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Koristenjem ove tehnike, prostorna slozenost algoritma smanjena je sa
©(nC) na ©(C), a vremenska slozenost ostala je ista. lako se asimptotski
prostorna slozenost ne moze dalje smanjiti, umjesto dva retka za 0-1 problem
ruksaka je dovoljno koristiti jedan redak.

R je niz C+1 cijelih brojeva
inicijaliziraj R[m] := 0 za sve m < M[O]
inicijaliziraj R[m] := V[0] za M[0] <= m <= C
za i od 1 do n-1:
za m od C silazno do M[i]:
R[m] := max{R[m], R[m-M[i]] + V[il}

Ispis 2.4: Rjesenje 0-1 problema ruksaka dinamickim programiranjem od dna
prema vrhu koristeé¢i niz C' + 1 brojeva.

Rjesenje u ispisu 2.4 koristi niz R za potrebe dinamickog programiranja.
Inicijalizacija niza u retku 2 jednaka je inicijalizaciji prvog retka matrice R u
prije prikazanim rjesenjima. Klju¢éna razlika u odnosu na prethodna rjesenja
je silazna petlja u retku 5. U ovom rjesenju ocuvana je sljedeca invarijanta
koja ujedno dokazuje tocnost rjeSenja: nakon izvodenja pridruzivanja u retku
6, R[m], R[m+1], ..., R[C] sadrze optimalnu vrijednost ruksaka koristeci
prvih i predmeta uz masu ne vecu od indeksa niza, a R[0], R[1], ..., R[m-1]
sadrze optimalnu vrijednost ruksaka koristeé¢i prvih i-1 predmeta uz masu
ne vecu od indeksa niza. Drugim rije¢ima, niz R istovremeno sadrzi sve bitne
vrijednosti iz dva retka matrice R iz ispisa 2.3.

Smanjenje vremenske slozenosti algoritma

Ponekad je moguée i vremensku slozenost algoritma smanjiti za polinomni
faktor. Ova tehnika moze se primijeniti na viSedimenzionalne prostore stanja
gdje odluka u nekom stanju vodi do skupa potproblema koji su u nekom
smislu ravnopravni i do optimalnog rjesenja instance dolazi se ili izborom
najboljeg ili zbrajanjem rjesenja tih potproblema.

Tehnika smanjenja vremenske slozenosti ilustrirana je na sljede¢em pro-
blemu. Neka je zadana matrica A cijelih brojeva dimenzija m x n. Potrebno
je odrediti maksimalan zbroj koji je mogucée posti¢i kre¢uéi se od prvog do
zadnjeg retka, pri cemu se u svakom retku mora odabrati toéno jedan broj, a
pri prelazenju iz retka u redak indeks stupca se moze promijeniti najvise za
k. Rjesenje problema za danu matricu ovisit ¢e o parametru k. Na primjer,
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za k = 0 problem se svodi na trazenje stupca s najve¢im zbrojem. Za k = n,
u svakom retku se odabire najveéi broj.

0o 1 2
Oj1|3 1|5
4
1

11-3 | 5
20 1] 1

3 4
111
8 | 1
111

Slika 2.2: Primjer matrice za m = 3 in = 5.

Na slici 2.2 prikazan je primjer matrice za m = 3in = 5. Za k = 0,
rjeSenje je zbroj elemenata drugog ili tre¢eg stupca 5+4+1=14+8+1 = 10.
Za k =5, rjeSenje je 5+ 8+ 1 = 14.

Opcenito, neka je S(i,j) najbolja vrijednost koju je moguée postiéi u
prvih ¢ redaka, pri ¢emu je u i-tom retku uzet broj iz j-tog stupca. Preostaje
definirati pocetne uvjete i opéenitu rekurzivnu definiciju funkcije. Iz definicije
problema i funkcije S, ocito je S(0,7) = A[0][j]. Prilikom prelaska u novi
redak, dozvoljeno je promijeniti stupac za maksimalno k. Zbog toga za ¢ > 0
vrijedi S(4,7) = Al][j] + maz{S(i — 1,s¢),...,5( — 1,s,)}, pri ¢emu je
so = max{0,5 — k} is, = min{n — 1,7 + k}. Potpuna definicija funkcije
dakle glasi

.~ | A0, ako jei =0
S(.) = { Ali|[j] + mazx{S(i —1,s0),...,5(—1,s,)}, akojei>0.

[un

M

w

S je mxn matrica cijelih brojeva
inicijaliziraj S[0][j] := A[0][j] za sve j < n
za i od 1 do m-1:
za j od 0 do n-1:
najbolji := S[i-1][j]
lijevo := max{0, j-k}
desno := min{n-1, j+k}
za s od lijevo do desno:
najbolji := max{najbolji, S[i-1][s]}
S[i1[j1 := A[i1[j]1 + najbolji

Ispis 2.5: Racunanje funkcije S dinamickim programiranjem.
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Algoritam u ispisu 2.5 izravna je implementacija racunanja funkcije S di-
namickim programiranjem. Petlje u retcima 2 i 3 redom prolaze kroz prostor
stanja, redak po redak, slijeva nadesno. Varijabla najbolji sluzi za odabir
najboljeg dohvatljivog rjesenja iz prethodnog retka matrice i u retku 5 se ini-
cijalizira na vrijednost koja je sigurno dohvatljiva, bez obzira na vrijednost
parametra k. Varijable 1ijevo i desno sadrze vrijednosti sg i s, iz definicije
funkcije. Konaé¢no, petlja u retcima 8 i 9 pronalazi najbolje rjesenje iz pret-
hodnog retka i to rjesenje se u retku 10 uvecava za vrijednost trenutne celije
u matrici.

Prostor stanja danog algoritma je dimenzija ©(mn). Prira¢unanju rjesenja
svake instance, obavlja se O(k) operacija, pa je ukupna vremenska slozenost
O(mnk). S obzirom na to da je k = O(n), vremenska slozenost je u najgorem
slucaju ©(mn?).

M je niz 2 max-intervalna stabla sa n listova
za j od 0 do n-1:
M[0] .dodaj(j, ALO]I[j1)
za i od 1 do m-1:
M[i&1] .isprazni()
za j od 0 do n-1:
lijevo := max{0, j-k}
desno := min{n-1, j+k}
zbroj := A[i] [j]
+ M[(i-1)&1] .dohvatiMaksimum(lijevo, desno)
M[i&1] .dodaj(j, zbroj)

Ispis 2.6: Racunanje funkcije S dinamickim programiranjem uz smanjenje
vremenske slozenosti.

Algoritam prikazan u ispisu 2.6 umjesto matrice S koristi dva intervalna
stabla M[0] i M[1]. Intervalno stablo je jednostavna struktura podataka
koja omogucuje logaritamsko dodavanje vrijednosti i dohvac¢anje neke infor-
macije o bilo kojem intervalu. U prikazanom algoritmu koristi se intervalno
stablo koje kroz metodu dohvatiMaksimum(lijevo, desno) vraca najvecu
vrijednost dodanu u stablo izmedu indeksa stupaca 1ijevo i desno. Dva
intervalna stabla naizmjence se koriste kroz indeksiranje posljednjim bitom
indeksa retka. U svakoj iteraciji petlje u retku 6 vrijedi da intervalno stablo
M[(i-1)&1] sadrzi optimalne vrijednosti za redak i — 1, dok se vrijednosti
izracunate za i-ti redak pohranjuju u stablo M[i&1]. Konacno rjesenje dobiva
se pozivom M[(m-1)&1] .dohvatiMaksimum (0, n-1).
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S obzirom da je vrijeme dodavanja vrijednosti u intervalno stablo i do-
hvacanja vrijednosti iz intervalnog stabla ©(log n), ukupna vremenska slozenost
algoritma je ©(mnlogn). Dok je jednostavni algoritam iz ispisa 2.5 primje-
njiv za vrijednosti m i n do nekoliko stotina, ovaj ubrzani algoritam primje-
njiv je za m i n do nekoliko tisuéa?.

Umjesto maksimuma rjesenja nekih potproblema, ¢esto je u rjesavanju
instance problema potrebno izracunati zbroj rjesenja nekih potproblema. U
takvom slucaju je ponekad moguce zbrajanje u petlji zamijeniti pristupom
nizu djelomiénih zbrojeva (engl. partial sums) iz kojeg se u konstantnom
vremenu moze izracunati trazeni zbroj.

ZProstorna sloZenost je takoder smanjena sa ©(mn) na ©(n), ali se ista slozenost moze
postiéi i u jednostavnom algoritmu kao $to je prikazano u proslom poglavlju.
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Poglavlje 3

Problemi rasporedivanja

Medu problemima rasporedivanja postoje znacajne razlike koje odreduju u
kojoj mjeri je problem rjesiv. Za neke inacice poznati su polinomni algoritmi,
dok su neke inacice NP-potpune ili NP-teske i rjesavaju se heuristickim algo-
ritmima'!. U nastavku poglavlja ukratko je prikazano nazivlje koje se koristi
u radu i prikazana su rjesenja dinamickim programiranjem za neke inacice
problema rasporedivanja.

3.1 Nazivlje

U svim inacicama problema rasporedivanja, odredeni broj zadataka treba
rasporediti u vremenu na odredenu konfiguraciju strojeva. Broj dostupnih
strojeva za neku inacicu problema moze biti konstantan ili moze biti para-
metar instance problema. Vrijeme izvodenja i-tog zadatka oznacava se s p;
(engl. processing time) i moze se razlikovati medu zadacima pa ¢ak i ovisiti
o stroju na kojem se zadatak izvodi.

Rasporedi zadataka mogu biti ogranic¢eni raznim uvjetima nad zadacima.
Na primjer, zadaci mogu biti djeljivi ili nedjeljivi Sto znaci da se jednom
zapoceti zadatak mora u cijelosti i zavrsiti odnosno da se zadatak moze podi-
jeliti na manje dijelove koji se mogu slijedno izvoditi i na razli¢itim strojevima
i u razlicitim vremenskim intervalima. Nadalje, medu zadacima moze biti za-
dana relacija prednosti P koja odreduje da se odredeni zadaci moraju zavrsiti
prije nego moze poceti izvodenje nekih drugih zadataka. Za zadatke mogu

LOpsezan pregled poznatih rezultata dostupan je na adresi http://www.informatik.
uni-osnabrueck.de/knust/class/.
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biti zadani jednostrano ili dvostrano omedeni intervali vremena u kojima se
zadaci mogu izvrsavati. Trenutak nakon kojeg moze zapoceti izvodenje i-tog
zadatka oznacava se sa r; (engl. ready time, release time), a trenutak do
kojeg se zadatak treba izvrsiti sa d; (engl. due time).

Konaé¢no, inacice se bitno razlikuju u funkciji cilja po kojoj se raspored
zadataka optimira. Kvaliteta rasporeda tako se moze ocijeniti maksimalnim
vremenom zavrSetka zadatka max{C;} (engl. completion time), maksimal-
nim kasnjenjem nekog zadatka maz{L;} (engl. lateness), gdje je kasnjenje de-
finirano kao L; = C; — d;, minimalnim ukupnim zaostajanjem zadataka > T;
(engl. tardiness), gdje je zaostajanje zadatka definirano kao T; = maz{0, L;}
ili ukupnim brojem zakasnjelih zadataka > U;, gdje U; poprima vrijednost
nula ili jedan ovisno o tome je li zadatak zavrSio na vrijeme ili ne.

Inacica problema rasporedivanja opisuje se poredanom trojkom; prvi ele-
ment opisuje konfiguraciju strojeva, drugi element ogranicenja rasporeda i
treéi element funkciju cilja. Na primjer, problem 1|r;;p; = p|Chuaz je pro-
blem rasporedivanja zadataka na jedan stroj pri ¢emu zadaci imaju zadano
najranije vrijeme pocetka izvodenja r;. Trajanje izvodenja svih zadataka
jednako je i iznosi p, a optimira se ukupno vrijeme izvodenja svih zadataka.

3.2 Problem 1||> w;U;

Problem 1|| > w;U; je problem rasporedivanja n zadataka na jedan stroj.
Svakom zadatku pridruzeno je vrijeme izvodenja p;, tezina w; i trenutak do
kojeg bi zadatak trebao biti izvrden d;. Cilj problema je pronaéi raspored
zadataka koji ¢e minimizirati zbroj tezina zakasnjelih zadataka.

Problem 1|| > w;U; je NP-tezak, §to je dokazano u klasicnom Karpovom
radu [4]. Ipak, problem se moze rijesiti jednostavnim algoritmom zasnovanom
na dinamickom programiranju u pseudopolinomnom vremenu.

Kako za zadatke nisu zadana ogranic¢enja na pocetak obrade, ocito je da
¢e u optimalnom rasporedu stroj obradivati zadatke u svim trenucima od
trenutka nula do zavrsetka izvodenja posljednjeg zadatka. U suprotnom se
izvodenje svih zadataka koji se izvode nakon nekog trenutka neiskoristenosti
stroja moze pomaknuti prema ranijim vremenskim trenucima, pri ¢emu vri-
jednost funkcije cilja ostaje jednaka ili se smanjuje. Drugim rije¢ima, problem
je ekvivalentan pronalazenju optimalne permutacije zadataka 7.

U nastavku razmatranja pretpostavlja se da su zadaci poredani po ne-
rastu¢em d;, tj. vrijedi d; < dy < ... < d,. U osmisljavanju algoritma za
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rjeSavanje ovog problema, vazno je uociti da vremena zavrsetka izvodenja za-
dataka nisu vazna, osim u cilju odredivanja je li izvodenje zadatka zakasnjelo
ili nije. Koriste¢i ovu ¢injenicu, lako je dokazati da postoji optimalan pore-
dak 7 oblika i1,49,...,%,t511,...,%, Pri cemu su zadaci i1 < s < ... < 1
zavrseni na vrijeme, a zadaci i34 < 540 < ... < i, kasne. Naime, jednom
kada neki zadatak kasni, nije vazno koliko on kasni pa ga je svakako moguce
preseliti u drugi dio poretka, a i zadatke koji kasne moguce je proizvoljno
poredati, pa tako i po rastu¢im indeksima. Nadalje, pretpostavimo da se
u optimalnom poretku j-ti zadatak izvodi prije i-tog zadatka i oba zadatka
se izvode na vrijeme, a pritom vrijedi ¢ < j tj. d; < d;. Zamjenom mjesta
i-tog 1 j-tog zadatka uz prikladno pomicanje svih zadataka koji su u poretku
izmedu j-tog i i-tog, opet se dobiva poredak u kojemu se oba zadatka izvode
na vrijeme i koji je optimalan.

Rjesenje dinamickim programiranjem prikazano je u ispisu 3.1. U celiju
matrice opt [1] [t] pohranjuje se vrijednost funkcije cilja za optimalni pore-
dak prvih ¢ 4+ 1 zadataka u kojem zadnji zadatak koji zavrsava izvodenje na
vrijeme zavrsava izvodenje najkasnije u trenutku t. U pripadnoj ¢eliji ma-
trice naVrijeme pohranjuje se hoce li se u tom poretku i-ti zadatak izvrsiti
na vrijeme, za potrebe rekonstrukcije poretka.

p je niz n cijelih brojeva // trajanje zadataka

d je niz n cijelih brojeva // rokovi zavrsetka zadataka
w je niz n cijelih brojeva // tezine kasnjenja zadataka
opt je n x (d[n-1]+1) matrica cijelih brojeva

naVrijeme je n x (d[n-1]+1) matrica logickih vrijednosti

za i od 0 do pl[O]-1:
opt [0] [i] := w[O]
naVrijeme[0] [1] := laz
za i od p[0] do d[n-1]:
opt[0] [i] := (p[0] > d[0]) * wl[i]
naVrijeme[0] [i] := (p[0] <= d[0])
za i od 1 do n-1:
za t od 0 do pli]-1:
opt[i] [t] := opt[i-1][t]
naVrijeme[i] [t] := laz
za t od pl[i] do d[i]:
ako je opt[i-1][t-p[i]l] < opt[i-1]1[t] + w[il:
opt[i] [t] := opt[i-1][t-p[il]
naVrijeme[i] [t] := istina
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inace:
opt[i]1[t] := opt[i-1]1[t] + wlil]
naVrijeme[i] [t] := laz
za to od d[i]+1 do d[n-1]:
opt[i] [t] := opt[i] [d[i]]
naVrijeme[i] [t] := naVrijemel[i] [d[i]]

Ispis 3.1: Rjesenje problema 1|| Y w;U;.

U retcima 7-12 inicijaliziraju se vrijednosti za prvi zadatak. Zadatak se
nikako ne moze izvesti u vremenu manjem od p[0], pa se u retcima 8 i 9
oznacava da zadatak u tim potproblemima kasni. Za sve preostale vremenske
trenutke, zadatak se moze izvesti na vrijeme ako mu je trajanje izvodenja
manje ili jednako roku zavrsetka izvodenja.

Pri dodavanju novog zadatka u raspored u petlji u retcima 13-26, treba
donijeti odluku hoée li novi zadatak kasniti ili ¢e se izvrsiti na vrijeme. Slicno
kao u inicijalizacijskom koraku, zadatak se ne moze izvrsiti na vrijeme ako
izvrsavanje svih zadataka koji ne kasne traje manje od p[i]. Za sve trenutke
od pl[i] do d[i] u petlji u retcima 17-23 se provjeravaju dvije opcije: i-
ti zadatak se moze izvrSiti na vrijeme tako da se od prethodnih zadataka
svi zadaci koji zavrSavaju na vrijeme izvrSe do najkasnije t-p[i] ili moze
kasniti pri ¢emu se najboljem rjeSenju za prethodne zadatke dodaje w[i].
Konacno, za sve trenutke nakon d[i] odabire se ista opcija kao za trenutak
d[i]. Tocnost ovog postupka posljedica je dvije Cinjenice. Prvo, nakon
trenutka d[i] i-ti zadatak se ne moze izvrsiti na vrijeme. Drugo, s obzirom
na pretpostavku da su zadaci poredani po nepadajué¢im vrijednostima roka
izvrSavanja, vrijednosti opt [1-1] [t] zat > d[i] su konstantne pa tako niti
opt[i] [t] ne moze biti manja vrijednost od opt [i] [d[i]].

Prostorna slozenost rjesenja je ©(nd,). Kako se rjesenje za svaki potpro-
blem rac¢una u konstantnom vremenu, vremenska slozenost je O(nd,,).

Rekonstruiraj(i, t, jeNaVrijeme):
jeNaVrijeme[i] := naVrijemel[i] [t]
ako je i > O:
ako je naVrijemel[i] [t]:
Rekonstruiraj(i-1, t-pl[il, jeNaVrijeme)
inace:
Rekonstruiraj(i-1, t, jeNaVrijeme)

jeNaVrijeme je niz n logickih vrijednosti
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IspisiOptimalniPoredak() :
Rekonstruiraj(n-1, d[n-1], jeNaVrijeme)
a =[]
b =[]
za i od 0 do n-1:
ako je jeNaVrijemel[i]:
a.dodaj (i)
inace:
b.dodaj (i)
=0
i od 0 do a.duljina():
ispisi("zapocni zadatak " + a[i] + " u trenutku " + t)
t += plalill
za i od 0 do b.duljina():
ispisi("zapocni zadatak " + b[i] + " u trenutku " + t)
t += plb[i]]

|Nd'

Ispis 3.2: Rekonstrukeija optimalnog poretka za problem 1|| > w;U;.

Postupak rekonstrukcije optimalnog poretka na osnovi matrice naVrijeme
prikazan je u ispisu 3.2. Koristi se pomoé¢na procedura Rekonstruiraj koja u
nizu jeNaVrijeme za svaki zadatak oznacava je li taj zadatak u optimalnom
poretku izvrsen na vrijeme ili ne. Koristeci vrijednosti u nizu jeNaVrijeme, u
retcima 12-18 se stvaraju nizovi zadataka koji se izvode na vrijeme i zadataka
koji kasne. Konac¢no, u recima 19-25 se ispisuje optimalan poredak.

Vremenska i prostorna slozenost rekonstrukcije rjeSenja su linearne s n
tako da ukupna vremenska i prostorna slozenost pronalazenja optimalnog
poretka za 1|| >~ w;U; problem iznose ©(nd,,).

3.3 Problem 1||> T;

Problem 1|| > T; je problem rasporedivanja n zadataka na jedan stroj s ciljem
minimiziranja ukupnog zaostajanja zadataka. Trajanje izvodenja zadataka
je proizvoljno i za i-ti zadatak iznosi p;. Kako bi zaostajanje zadatka bilo
definirano, za svaki zadatak definirano je i vrijeme do kad bi zadatak trebao
biti izvrSen d;.

Definirani problem je NP-tezak [5]. U nastavku odjeljka je pokazano da
za zadanu inacicu problema rasporedivanja postoji pseudopolinomno rjesenje

34




dinamickim programiranjem i da problem mnije NP-tezak u punom smislu.
Ova cinjenica davno je dokazana u [6].

Isto kao kod problema 1|| > w;U;, lako je vidjeti da se zapravo trazi per-
mutacija zadataka jer uvijek postoji optimalan raspored u kojem stroj u
svakom trenutku izvrsava neki zadatak.

Tipicno se dinamickim programiranjem optimalna permutacija moze pronaci
eksponencijalnom vremenskom i prostornom slozenoséu, ali pri rjeSavanju
ovog problema se znacajan dio permutacija moze unaprijed eliminirati ko-
riste¢i strukturne teoreme prikazane u nastavku.

Lema 3.3.1. Ako vrijedi d; < d; i p; < p; onda postoji optimalan poredak 7'

u kojemu se i-ti zadatak 1zvodi prije j-tog zadatka.

Dokaz. Neka je m neki optimalan poredak zadataka u kojemu vrijedi su-
protno, tj. j-ti zadatak se izvodi prije i-tog zadatka i vrijedi C; < C;. Dopri-
nos ovih dvaju zadataka ukupnoj zaostalosti zadataka iznosi

T =T,+T; = maz{0,C; — d;} + max{0,C; — d;}.

Konstruirajmo iz poretka m poredak 7’ tako da zamijenimo mjesta i-tom i
j-tom zadatku. Pritom, ako je p; < p;, zadatke koji u 7 slijede j-ti zadatak
a prethode i-tom zadatku pomi¢emo prema ranijim vremenskim trenutcima
tako da stroj i u n’ uvijek obraduje zadatak. Cilj je dokazati da je ukupna
zaostalost u poretku 7’ manja ili jednaka zaostalosti u poretku 7.

Kako ¢e i-ti zadatak u poretku n’ zapoceti izvodenje u trenutku u kojem
je u poretku 7 izvodenje zapoceo j-ti zadatak, vrijedi

Ci=Cj—(pj —pi) <Cj.

Dodatno, kako je skup svih zadataka prije i ukljucujudi i-ti zadatak u =
jednak skupu svih zadataka prije i ukljucujuéi j-ti zadatak u 7/, vrijedi

Doprinos zaostalosti i-tog i j-tog zadatka ukupnoj zaostalosti u 7’ iznosi

T/ — jﬁi/ _|_ 7‘7]/
= max{0, C; — d;} + max{0,C; — d;}
= maz{0,C; — (p; — pi) — d;} + max{0,C; — d;}.

Doprinos ukupnoj zaostalosti poretka n’ zadataka koji se izvode izmedu i-
tog i j-tog zadatka u odnosu na doprinos u 7 nije se mogao povecati jer se
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vremena izvodenja tih zadataka pomicu u ranije trenutke ili ostaju ista ako
je p; = pj pa se taj doprinos u nastavku ne razmatra.

Za dokaz tvrdnje pokazuje se da vrijedi 7" < T' u svih Sest moguéih rela-
tivnih odnosa vremena C;, C;, d; i d; pri cemu po uvjetima teorema i odabiru
poretka 7 uvijek vrijedi C; < C; i d; < d;.

Slucaj C; < d;, C; < d;, T =0
T =maz{0,C; — (pj — pi) — d;} + maz{0,C; —d;} =0+0<T
Slucagj C; < d;, d; <C; <d;, T=C; —d; >0
T = mazx{0,C; — (p; — pi) — di} + maz{0,C; —d;} =0+0<T
Slucaj C; < d;, d; < C;, T=C; —d; >0
T" = mazx{0,C; — (p; — pi) — di} + mazx{0,C; — d;}

=04 (Ci — dj)
< C;—d;
=T

Sluéajdl <Cj <dj, Cigdj, T:CZ—dl >0
T" = maz{0,C; — (p; — pi) — d;} + maz{0,C; — d;}

<(Cj—d)+0
< C;—d;
=T

T = mazx{0,C; — (p; — pi) — di} + mazx{0,C; — d;}
< (C; —d;) + (C; — d;)
= (Ci—d;) + (Cj — dj)
=T+(C; - dy)
<T

Sl'ZJ,CVCLj dj < Cj, dj < Ci; T = (Cl — dl) + (Cj — d]) >0

T" = maz{0,C; — (pj — pi) — di} + maz{0,C; — d;}
<(C; —d;) + (C; — d;)
= (C; = di) + (Cj — dy)
=T
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Korolar 3.3.2. Neka su zadaci nesilazno poredant po vremenu d; i neka
je pr = max{p;} najdulje vrijeme izvodenja nekog zadatka. Tada postoji
optimalan poredak m u kojemu vrijedi {1,2,....k — 1} — k $to oznacava da
su zadaci iz skupa {1,2, ...,k — 1} poredani prije zadatka k.

Lema 3.3.3. Neka je m neki optimalan poredak uz rokove zavrsetka zadataka
dy,dsy,...,d, 1t neka je C; vrijeme zavrsetka i-tog zadatka uw w. Tada je za
bilo koji d;; takav da je

min{d;, C;} < d; < mazx{d;, C;}

bilo koji optimalan poredak 7' uz rokove zavrsetka d,d,, ..., d, optimalan i
uz originalne rokove zavrsetka di,ds, ..., d,.

Dokaz leme 3.3.3 zasniva se na sljede¢im izrazima. Neka je T" ukupna
zaostalost zadataka uz rokove zavrsetka dy, ds, . . ., d,, a T' ukupna zaostalost
zadataka uz rokove zavrsetka d', d;, ..., d],. Vrijedi

T(x) =T (7) + Z A,

T(x') =T'(x") + Z B;

d; — dz‘, ako je Cl > d;
B _ —maz{0,min{C!,d;} —d.}, akoje C; <d;
| max{0,min{C/,d;} — d;}, ako je C; > d;

177

i < .
Ai:{ 0, ako je C; < d;

sto se moze dokazati analizom slucajeva kako bi se uklonili maksimumi i
minimumi iz definicije B;. O¢ito za svaki ¢ vrijedi A; > B; pa vrijedi i
Yo A =" B;. Nadalje, zbog optimalnosti 7" vrijedi 7"(7) > T'(n') i
kona¢no T'(7) > T(n'). Kako smo pretpostavili da je 7w optimalan poredak
uz originalne rokove zavrsetka di, ds, ..., d,, onda je i 7’ takoder optimalan,
kao sto lema 3.3.3 tvrdi.

Teorem 3.3.4. Neka su zadaci nesilazno poredani tako da jed; < dy < ... <
d, 1 neka k-ti zadatak ima najdulje vrijeme izvodenja, tj. pr = max{p;}.
Tada postoji 0 < 6 < n — k takav da u nekom optimalnom poretku vrijedi
{1,2,....k—1k+1,...;k+0} > k—{k+d+1,...,n}.
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Dokaz. Neka je C}, najkasnije moguce vrijeme zavrsetka k-tog zadatka u bilo
kojem optimalnom poretku uz rokove zavrsetka dy, ds, . . ., d,. Neka je nadalje
7 optimalan poredak uz rokove zavrsetka

dl, dg, e ,dk_l, d;c = maw{C’,’c, dk}7 dk+1, e 7dn

koji zadovoljava uvjet korolara 3.3.2 i neka je C} vrijeme zavrSetka k-tog
zadatka u 7.

Po lemi 3.3.3, 7 je optimalan poredak i uz originalne rokove zavrsetka.
Neka je § = #{i|dp < d; < d}.}. Tada po korolaru 3.3.2 i izboru poretka 7
vrijedi {1,2,...,k—1,k+1,...,k+d} — k. Nadalje, po definiciji vrijednosti
C. vrijedi Cf, < G} < maz{C},dy} = dj, tj. k-ti zadatak u 7 ne kasni u
odnosu na dj.. Zbog toga postoji takav poredak 7 u kojem dodatno vrijedi i
kE—{k+d+1,...,n}. Naime, svi zadaci u tom skupu imaju d; > d}, pa je
sve takve zadatke za koje je C; < 'y moguce prebaciti neposredno iza k-tog
zadatka. Pritom njihova zaostalost ostaje nula jer je C; < C, < dj, < d;. O

Vazno je uociti da dokaz teorema 3.3.4 nije konstruktivan za 9§ jer je ¢ de-
finiran u ovisnosti o nepoznatoj vrijednosti C}. Teorem samo tvrdi da takav
0 postoji, a njegova vrijednost se pronalazi dinamickim programiranjem.

p je niz n cijelih brojeva // trajanje zadataka
d je niz n cijelih brojeva // rokovi zavrsetka zadataka
memo je matrica n x n x n x P parova (cijeli broj, lista)
inicijaliziraj sve celije matrice memo na NIL
Poredaj(izbacen, n_izb, 1, r, tpoc):
ako je 1>r || n_izb=r-1+1:
vrati (0, [1)
ako je memo[1l] [r] [n_izb] [tpoc] != NIL
vrati memo[1] [r] [n_izb] [tpoc]
k = -1
maxp := -1
za i od 1 do r:
ako je izbacen[i]:

nastavi

ako je pli] >= maxp:
maxp := pl[il]
k=1

l_trajanje := 0
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1_izbacen := niz(n, laz)
1l n_izb :=0
za i od 1 do k-1:

ako je izbacen[i]:

1_izbacen[i] := istina
1 n izb += 1
inace:
1_trajanje += plil
1_izbacen[k] := istina

1 n izb += 1
r_izbacen := niz(n, laz)
r_n_izb := 0

za i od k+1 do r:

ako je izbacen[i]:
r_izbacen[i] := istina
rn_izb += 1

opt := +beskonacno
opt_poredak = []
za i od k+1 do r+1:

ako je i<=r && izbacen[i]:

1_izbacen[i] := istina
1l n_izb += 1
r_izbacen[i] := laz
r_n_izb -=1
inace:
1l_rjes := Poredaj(l_izbacen, 1_n_izb, 1, i, tpoc)
r_rjes := Poredaj(r_izbacen, r_n_izb, i+l1, r, tpoc +

1_trajanje + plk])
val := 1_rjes[0] + r_rjes[0] + max(0, tpoc +
1_trajanje + p[k] - d[k])
ako je val < opt:
opt := val
opt_poredak := 1_rjes[1] + [k] + r_rjes[1]
1_trajanje += p[i]

memo [1] [r] [n_izb] [tpoc] := (opt, opt_poredak)
vrati memo [1] [r] [n_izb] [tpoc]

Ispis 3.3: Rjesenje problema 1|| > T;.
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Algoritam je prikazan u ispisu 3.3. Prikazani algoritam pretpostavlja da
su zadaci poredani po nepadaju¢em roku zavrsetka. Funkcija Poredaj vraca
uredene parove ukupne zaostalosti zadataka i poretka kojim je ta zaostalost
ostvarena. Parametar izbacen je bit-vektor koji sluzi za oznacavanje zada-
taka koje ne treba rasporediti u intervalu [1, r], a parametar n_izb sadrzi
broj takvih zadataka. Konac¢no, parametar tpoc prikazuje pocetno vrijeme
od kojeg raspored treba ostvariti. Vrijednost tpoc uvijek je manja od > p;
Sto je u algoritmu oznaceno sa P.

U retcima 6 i 7 rjesava se slucaj praznog intervala zadataka, a u retcima
8 1 9 se koristi memoizirano rjesenje potproblema. Kljucno je uociti da nije
potrebno memoizirati nad parametrom izbacen zato jer je njegova vrijednost
jedinstveno odredena parametrima 1, r i n_izb. Po nac¢inu rada algoritma,
uvijek je izba¢eno n_izb zadataka s najduljim trajanjem i indeksima izmedu
lir.

U retcima 10-17 odreduje se indeks zadatka s najduljim trajanjem izvodenja
i taj indeks se postavlja u varijablu k.

Kako se u nastavku problem dijeli na lijevi i desni potproblem, u ret-
cima 19-29 i 31-36 odreduju se pocetne vrijednosti potrebnih argumenata
rekurzivnim pozivima funkcije Poredaj. Konacno, u retcima 38-53 odreduje
se optimalan poredak u skladu s teoremom 3.3.4. Vazno je uociti da se uz
pretpostavku da su poretci u drugom elementu para povratne vrijednosti
funkcije Poredaj dvostruko povezane liste operacija nadovezivanja listi u
retku 52 moze izvrsiti u konstantnom vremenu pa je vrijeme izracunavanja
svakog poziva funkcije Poredaj O(n). Kako se funkcija Poredaj u najgo-
rem slucaju moze pozvati s ©(n3 * P) razlicitih argumenata, ukupno vrijeme
izvodenja algoritma je O(n* * P). U literaturi se ova sloZenost navodi bez
dokaza jer implementacije algoritma na visokoj razini apstrakcije imaju visu
slozenost, barem za logaritamski faktor. Ako je zadatke prethodno potrebno
sortirati po d;, slozenost ocito ostaje asimptotski ista jer se sortiranje moze u
najgorem sluc¢aju obaviti u ©(nlogn) vremenu. Prostorna slozenost jednaka
je veli¢ini memoizacijske strukture i iznosi ©(n? * P).
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Zakljucak

Dinamickim programiranjem se uc¢inkovito rjeSavaju mnogi problemi, ve¢inom
optimizacijskog tipa. Kljuéna ideja dinamickog programiranja je izbjega-
vanje viSestrukog izracunavanja iste vrijednosti kroz koristenje dodatnog
spremnickog prostora za pohranu medurezultata u rjeSavanju instance ne-
kog problema. U radu su nacelno i na konkretnim primjerima prikazana
dva vida dinamickog programiranja: memoizacija rekurzivnih funkcija i di-
namicko programiranje od dna prema vrhu. lako se oba vida zasnivaju na
istoj ideji, za neke probleme je primjenjiva samo jedna. Na primjer, sma-
njiti vremensku ili prostornu slozenost za memoizirani algoritam kao Sto
je prikazano za dinamicko programiranje od dna prema vrhu moze biti iz-
nimno slozeno ili nemoguc¢e. S druge strane, memoiziranom rekurzijom se
mogu rijesiti problemi sa slozenijim prostorima stanja koje nije jednostavno
ili uopée moguce prikazati matricom.

[ako se dinamicko programiranje moze jednostavno primijeniti za dobiva-
nje eksponencijalnog rjesenja mnogih inacica problema rasporedivanja, takva
rjeSenja upitne su primjenjivosti. Za konstrukciju pseudopolinomnog rjesenja
tipi¢no je potrebno matematicki istraziti strukturu problema. Ipak, takva
pseudopolinomna rjeSenja mogu biti primjenjiva kada je optimalnost rjesenja
visoke vaznosti.

U radu je prikazan postupak konstrukcije pseudopolinomnih rjesenja za
probleme 1| > w;U; i 1|| > T;. Primjenjivost jednostavnijeg rjesenja za pro-
blem 1|| > w;U; ovisi najvise o krajnjem roku d,, izvodenja zadnjeg zadatka
jer je za ocekivati da je to vrijeme znacajno vece od broja zadataka. Kod
slozenijeg rjesenja problema 1|| > T; sliéna ovisnost postoji o najduljem vre-
menu izvodenja pojedinog zadatka ili ukupnom vremenu izvodenja zadataka
P. Ako se d,, odnosno P moze u instancama ogranic¢iti na neki polinom nad n,
prikazana rjeSenja postaju polinomna, a i sam problem uz takva ogranic¢enja
ulazi u klasu P. U suprotnom ¢e primjenjivost rjeSenja ovisiti o vremenskim
zahtjevima za pronalazenje poretka i dostupnim racunalnim resursima.
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Dodatak A

Definicije koristenih oznaka za
asimptotsku slozenost

Neka su zadane funkcije f(n) i g(n). Tada vrijedi

f(n) =0(g(n)) < Ing > 0,c¢> 0 takvida 0 < f(n) < cx*g(n),¥Yn > ng
f(n)=Q(g(n)) < Ing > 0,c >0 takvida 0 < cx g(n) < f(n),¥n > ny
f(n) =©(g(n)) < f(n) = O(g(n)) i f(n) = Q(g(n)).
Neformalno, ako vrijedi f(n) = O(g(n)), funkcija f(n) za dovoljno velike
n nije veca od funkcije g(n) zanemarujudi konstantne faktore. Na primjer,
vrijedi 2n+3 = O(n), alii2n+3 = O(2"). Kada je vremenska slozenost nekog
algoritma O(g(n)), to znaci da vrijeme izvodenja algoritma s n ne raste brze

od g(n). Zbog toga nema smisla re¢i da je vremenska slozenost algoritma u
najgorem slucaju O(g(n)) jer je tada vremenska slozenost u svakom slucaju

O(g(n)).

Ponekad je vazno iskazati i donju asimptotsku granicu, a za to se koristi
oznaka 2. Na primjer, moze se dokazati da je vremenska slozenost svakog
algoritma za sortiranje ako se elementi mogu samo usporedivati Q(nlogn).
Drugim rije¢ima, niti jedan algoritam za sortiranje u takvom modelu ne moze
imati asimptotski manju slozenost od nlogn.

Ako se zeli istovremeno iskazati obje granice, koristi se ©. Neformalno
govoredi, koriste¢i © dobiva se u asimptotskom smislu relacija jednakosti.
lako © u sebi sadrzi vise informacija od O, u praksi se ¢esto koristi O cak i
kada vrijedi i ©.

Na primjer, ako je vremenska slozenost nekog algoritma O(2"), mogudée
je da uistinu ne vrijedi da je vremenska slozenost i ©(2"). To ¢e sigurno
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biti slucaj ako je vremenska slozenost algoritma i O(n) kao §to je slucaj
za funkciju 2n + 3. Cak i ako nije moguée asimptotski smanjiti funkciju u
O-oznaci, svejedno je moguée da se ne moze izraziti ©-slozenost. Poznati
primjer ovog slucaja je algoritam quicksort. Vremenska slozenost algoritma
quicksort je O(n?), ali nije O(nlogn)!. Prosjecno vrijeme izvodenja iznosi
©(nlogn) pa je neispravno reéi da je slozenost algoritma i ©(n?). S druge
strane, ispravno je re¢i da je sloZenost algoritma quicksort ©(n?) u najgorem
sluc¢agu jer takvi slucajevi stvarno postoje.

1Ovo vrijedi za naivnu implementaciju, kao i za sve jednostavne modifikacije kao §to
su medijan-od-K particioniranje. Stovie, i uz slu¢ajan odabir elementa za particioniranje
mogu¢ je slucaj u kojem je vrijeme izvodenja kvadratno, ali je vjerojatnost tog slucaja
vrlo malena. Slozenost O(nlogn) moze se postiéi tek primjenom linearnog algoritma
za trazenje medijana, ali takva inacica algoritma quicksort nije prakti¢no znacajna zbog
visokih konstanti.
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