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Uvob

Procjena (estimacija) parametara modela: jedna od uspjesnih
paradigmi modernog raCunalnog vida

Vid: ekstrakcija informacije iz slika

o transformacija 2D objekta: translacija, sli¢nost, homografija

]

polozaj kamere: relativni (relative), apsolutni (absolute pose)

]

geometrija svijeta (scene reconstruction, structure from motion)

m]

poloZaj objekata: pronalazenje (detection), pracenje (tracking)

o identitet objekta: prepoznavanije (recognition)

Ideja:
o stvarni svijet predstaviti parametriziranim modelom

o estimirati iz velikog skupa opazanja statistickim metodama!

Dinamic¢ka analiza scena — Uvod 2/35



Uvob: x

Sto bi bio model? --- apriorno znanje o sceni ili efektu

Npr, afina trans. kao model prividnog kretanja planarne znaCajke

In(x) = h(A-x+d)

Npr, Euklidska trans. kao model gibanja nepokretne scene

X2=R-X1+T

Npr, epipolarno ograni¢enje kao model odnosa korespondentnih
znacCajki nepokretne scene

X2T-F'X1=0
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Uvob: x

Estimacijska teorija se bavi procjenjivanjem parametara modela iz
mnosStva podataka degradiranih Sumom

Sum obiéno modelira odstupanja uslijed nesavr§enog modela

o 2D transformacija ne moze precizno objasniti deformacije znacajki
koje nisu planarne

o pronalazenje korespondencija ne moze biti to€no u piksel
(transformacija izgleda ovisi o paralaksi i 3D strukturi)

o vanjski utjecaji koji ne uzrokuju velika odstupanja: osvjetljenje,
zamucenje, termalni Sum :-), ...

Ideja: iz mnostva djelomi¢no kontradiktornih podataka izvuci
najvjerodostojniju ili najvjerojatniju interpretacijul!
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Uvob: x

Cesto pretpostavljamo normalni nepristrani $um
(normalna razdioba obi¢no dobar model znanja o neznaniju)

Npr, kod stereo vida, polozaj zna€ajke &esto oznatavamo:

4i = G + Adi, uz gx, gy ~ N(0,0%)

Ideja: dizajnirati metode koje €e rezultirati statisti¢ki boljim
rezultatima uz pretpostavljeni model Sumal!
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Uvob: X
Koncept Suma primjenljiv samo za umjerena odstupanja

Za veca odstupanja potrebno uvesti koncept izvanpopulacijskih
podataka (outliera) koji se ne pokoravaju dominanthom modelu

Izvanpopulacijske korespondencije za model nepokretne scene:

o korepondencija nastala asocijacijskom pogreskom
(upareni su razliciti objekti slicnog izgleda)

o ispravna korespondencija projekcije s pokretnog objekta

Ideja: dizajnirati robusne metode koje mogu detektirati i zanemariti
izvanpopulacijska mjerenjal
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Uvob: x

Motivacija za teoriju estimacije:

Racunalni vid je disciplina u kojoj obi¢no obradujemo redundantne
podatke, u prisustvu Suma i outliera
(dobivamo sustav jednadzbi s viskom ogranienja)

Zelimo gledati (izlugivati parametre) na nagin da:
1. svi unutarpopulacijski podatci doprinose rjeSenju
2. rezultat u prisustvu plauzibilnog Suma bude statisti€¢ki povoljan

3. vanpopulacijski parametri ne ometaju to¢an rezultat

Okvir za postizanje tih svojstava daje teorija estimacije.
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LINEARNI SUSTAVI: X

Primjer broj jedan: provudi pravac kroz zadani skup 2D to¢aka
Model podataka: pravac

Model Suma: djeluje na koordinatu y, nezavisan, identi¢no distribuiran
prema N (0, o)
10

4 5
x [Wikipedia]
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LINEARNI SUSTAVI: X

Obicno je ovakve probleme najlakse i najnepreciznije rjieSavati u
projekcijskoj domeni

Ako i-ta to¢ka q; prolazi kroz trazeni pravac p, vrijedi:

AHi' P = p1gx+ p2gy +p3 =0

Ako su sve tocke q;, i = 1,2, ..., n elementi pravca p, vrijedi:

Az -p=0, gdieje Aj.=qi'

U prisustvu Suma, gornja jednadzba nema rjieSenja.
Ima stoga smisla traziti rjeSenje koje minimizira rezidual:

p=argmin([|Amxs - pl), uzuvjet [|p| =1
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LINEARNI SUSTAVI: X

Dobili smo linearni homogeni sustav s viSkom ograni¢enja
o homogeneous linear least squares

o overconstrained homogeneous linear system
x = argmin([[Amxp - Xpxll), vz uvjet |x|| =1

RjeSenje odgovara desnom singularnom vektoru matrice A Koji
odgovara najmanjoj singularnoj vrijednosti!

Singularne vrijednosti i vektore dobivamo singularnom dekompozicijom.

Ekvivalentan rezultat dobivamo svojstvenom dekompozicijom
simetriéne matrice ATA
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LINEARNI SUSTAVI: X

Linearni nehomogeni sustav s viSkom ograni¢enja:

X = arg mxin(”Amxn : xn><1|| - bnxl)

RjeSenje je umnozak pseudoinverza matrice A i vektora b:

Xx=A"-b

Moore-Penroseov inverz A* dobivamo singularnom dekompozicijom, ili
nekim drugim metodama koje su nesto brze i neSto manje to¢ne
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LINEARNA ALGEBRA: X

Svaka matrica A, ima singularnu dekompoziciju:

A=U-D-V'

g Umxm (Umxn) ... Ortogonalna matrica (ili ortogonalni stupci)
o0 Dmxn (Dnxn) .- dijagonalna pozitivno semidefinitna matrica
o Vuxn ... Ortogonalna matrica

Vrijedi:
o D;; = d; --- i-ta singularna vrijednost (d; € R{, d; > dj1)
o V. ;= v;--- i-ti desni singularni vektor (v v; = §;)
o U.; = u; - i lijevi singularni vektor (uu; = 6;)

o ||Ux|| = (Ux)T(Ux) =x"UTUx =xT(UTU)x = ||x||
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LINEARNA ALGEBRA: X

Malo intuicije: u kakvoj je vezi SVD A =U-D - V' sa svojstvenom
dekompozicijom simetriéne matrice

M=V. -VT?

Za simetri¢ne matrice, SVD odgovara svojstvenoj dekompoziciji:

A=ATsU=V

Uvrstavanjem SVD dekompozicije matrice A dobivamo:
o V figurira u svojstvenoj dekompoziciji ATA = V(D'D)VT
o U figurira u svojstvenoj dekompoziciji AAT = U(DDT)U™
o & = ;(ATA) = 1;(AAT)
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LINEARNA ALGEBRA: X

Svojstva SVD:
A=U-D-V'=)"di-uv]

SVD pruza osnovne informacije o matrici:
o nekajed;>0,Vi<rted=0,Vi>r

o kodomena (slika) matrice: K(A)= span{u;,i=1,2,...,r}

[m]

nulprostor (jezgra) matrice: null(A)= span{v;,i=r+1,...,n}

[m]

rang matrice: rang(A) =r

[m]

uvjetovanost matrice (§(x)/6(b)): k(A)=d1/d,
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LINEARNA ALGEBRA: X
Svojstva SVDA=U-D-V' =3,d;-uy] (2):
SVD predstavlja djelovanje matrice kao:

o rotaciju u odrediSnom prostoru (U ,xm)

o neravnomijerno skaliranje + pad ranga (D ,xn)

o rotaciju u izvornom prostoru (V,xn)

Optimalna ||| r aproksimacija najblizom matricom nizeg ranga r,

o dovoljno je postaviti d; =0,/ = r,, ..., max(m, n)!

m]

redci matrice U --- sortirana verzija redaka A,

redci matrice V --- sortirane osi varijabilnosti redaka A

]

kriterij sortiranja: istaknutost, znac¢aj pri raspoznavanju

(]

primjene: PCA, kompresija, analiza linearnih sustava
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LINEARNA ALGEBRA: X

Zasto i kako SVD optimalno (L2) ““rjeSava" homogene sustave?
Neka je A = UDVT; tada trazimo x koji zadovoljava:

min [[UDVTx|| = min |[DVTx]|, uz ||x|| = 1

Neka je q = VTx; tada vrijedi:

JUDV"x|| = ||Dgq]|, uz [lq|| = 1 (*)
Elementi D su poziti¥ni i padajuci, pa q koji minimizira (*) iznosi
a=|0 o0 ... 1]

Odatle slijedi ono §to je trebalo dokazati: x=Vq=V., O
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LINEARNA ALGEBRA: X

Zasto i kako SVD optimalno (L2) ““rjeSava" nehomogene sustave?

Promotrimo sustav Ax — b — min.

Neka je A = UDVT; tada trazimo x koji zadovoljava:

min ||[UDV"x — b|| = min ||[Dg - U"b||, uzq=V'x

Izrazimo traZeni rezidual zbrojem kvadrata komponenata (L2):

IDg-UTb| = Z (digi —u]b)? = Z (digi— u/b)* + Z (u/b)?
i i=1

i=r+1

Sad se vidi da za minimum mora biti g;=u/b/d;,i=1:r
(za ostale i, proizvoljno odabiremo g; = 0)
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LINEARNA ALGEBRA: X

Kako SVD optimalno (L2) ““rjeSava" nehomogene sustave? (2)
Pronadlismo g;=ub/d;,i=1: r, koliki je x = Vq?

UvrStavamo g; i Zongliramo skalarnim produktom...
V; u
o= Y= Y = 3
=1 -
Konacno, rjeSenje sustava Ax — b — min je:
x=VD*U" -b=A%b

* ... pseudoinverz od A (Moore - Penrose)
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LINEARNA ALGEBRA: X

Kako SVD "‘rjeSava" sustave s manjkom ograni¢enja?
Npr: koje sve ravnine prolaze kroz zadane dvije tocke?

Homogeni sustav miny ||Anx, - x|, uz ||x|| = 1 moze imati:
o rieSenje u smislu LS, ako rang(A) = n
o toéno rjeSenje, ako rang(A) =n-1
o beskonacno rjeSenja, ako rang(A) < n—1

U posljednjem slu€aju, potprostor rjeSenja je:
null(A)= span{v;,i=r+1,...,n}

RjeSenja nehomogenog sustava dobivamo kao zbroj:
o potprostora rijedenja homogenog sustava, i

o nekog partikularnog rjeSenja
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KONDICIONIRANJE LINEARNOG SUSTAVA: X

Razmotrimo homogeni preogranieni sustav (koji minimizira algebarski
kriterij):
X=argmin|A-x|, uz x| =1
X

X je rieSenje sustava Ag - x = 0, gdje je Ag defektna matrica najbliza A
(u smislu Frobeniusove norme)

Klju¢ kvalitete rjeSenja je u razdiobi Suma D u matrici sustava A:

A

D=A-A

Neravnomijerno rasporeden Sum = pristrano rjeSenje!

Obratiti paznju na razdiobu Suma po stupcima i po redcima matrice
sustaval
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KONDICIONIRANJE LINEARNOG SUSTAVA: X

Razdioba Suma u matrici sustava pospjesuje se kondicioniranjem
Teorijski dobro utemeljen pristup je uravnotezivanje [Muehlich98]

Matrica sustava se mnozi s lijeva i s desne prikladnim kvadratnim
matricama punog ranga:

X = argmin |Agq - X'| , gdje su (1)

X
Agg =WL-A-Wg, (2)
X =Wgr!.x (3)

Cilj je ravnomjerno rasporeden Sum u Agq:

E[Deq " Degl = c- 1, gdje je Deq = Aeq — Aeq
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X
Vratimo se na problem provlaéenja p(q;)

Sto fali algebarskom projekcijskom kriteriju:

Palg = arg mpin Anxs-p. gdieje A =qi' .

o nema eksplicitnog modela Suma o 1 2 3 4 5
o ne minimizira smislenu funkciju cilja

Kriterij optimizacije dobivamo uvrstanjem podataka s eksplicitno
modeliranim Sumom (x;, y; + dy;):

. . 2 2. 2. 2
p—argm;npz-ZAy,, uz \JP2+pa+pi=1

Kriterij je pristran jer favorizira pravce s malim py!
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X

Bolje rjeSenje dobivamo parametrizacijom p = (k, /), koja dozvoljava
modeliranje geometrijskog kriterija:

Pgl = arg mpin Z lp1 - xi + p2 = yill (4)

=Amx2-P2-Ym, gdjeje A;. = [ xi 1 ] (5)

Kad uvrstimo degradirani podatak (x;, y; + dy;): vidimo da i-ti rezidual r;
iznosi upravo dy;

Stoga ce rjieSenje
p=A'y

biti pravac s minimalnim ukupnim kvadratnim odstupanjem od zadanih
toCaka (pravac s najveé¢om vjerodostojnoscu)
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X

Idemo provijeriti teoriju za tocke sa slike: 9
(1,6); (2,5); (3,7); (4,10) :

A4 --- matrica algebarske formulacije (4 x 3)
A --- matrica geometrijske formulacije (4 x 2)

Izvorni kod u octaveu:

Aa=[1 6 1; 2 51; 371, 410 1]; disp(kla) // [ 0.9; 5.0 ]
[U,D,V]=svd(Aa); v3=V(:,3);
kla=[-v3(1)/v3(2); -v3(3)/v3(2)]; disp(klg) // [ 1.4; 3.5 ]

Ag=[1 1; 2 1; 3 1; 4 1]; disp(norm(Agxkla-y)) // 2.4
y=[6;5;7;10];
klg=pinv(Ag)xy; disp(norm(Agxklg-y)) // 2.0
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X

¥

Ali $to ako Sum djeluje na obje koordinate (TLS)

6x,8y ~ N(0,02)?

I X

Onda nam proSli kriteriji (alg, g1) nec¢e dati optimalno rjeSenje

Py = arg min Z & (p. ai)

Z (P1Gx + P2qy + p3)?

= arg min
2 2
f Pt P

p

Novi kriterij (92) je nelinearan pa ga ne mozemo optimirati
algebarskom minimizacijom!
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X

Situacija da se geometrijski kriterij ne da izraziti u okviru linearnog
sustava je vrlo Cestal

Namede se zakljuéak da najbolje rezultate neéemo modi dobiti bez
nelinearne optimizacije (npr, gradijentni spust)

Da li su linearne metode estimacije beskorisne?
(Projective geometry considered harmful, IJCV99)

Ipak, odgovor je po svoj prilici ne, jer:
o linearna metoda je €esto jedini izbor kad nemamo pocetnu
aproksimaciju
o ovisno o problemu, linearni rezultat moze biti gotovo jednako
upotrebljiv kao i geometrijski
o linearne metode mogu se dramati¢no pobolj$ati kondicioniranjem
(ln Defense Of the EIght-POInt AlgorltmﬁﬂﬁAMlLJ geg]—l Kriteriji estimacije (4) 26/35



KRITERIJI ESTIMACIJE: X

Za radoznale, u slu€aju pravca, kriterij g2 10
se da izraziti metodom PCA. 9
Program u Octave-u (dolje), te tri provu- 8
¢ena pravca (desno) 7

6
A_alg=[1 6 1; 25 1; 3 71; 410 1];
A_g2=A_alg(:,1:2); 5
mu_g2=mean(A_g2); .
A_g2_mu=A_g2 - [1;1;1;1]xmu_g2; 1 2 3 4
[U_g2,D_g2,V_g2]=svd(A_g2_mu);
k_g2=V_g2(2,1)/V_g2(1,1) gl 02
1_g2=mu_g2(2)-k_g2*xmu_g2(1) k 09 14 1.8

7 50 35 24
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X
Statisticki kriteriji estimacije
Pretpostavimo model M(p), npr, p = (k, /), te da na temelju mjerenja o

(npr, o = y) Zelimo ocijeniti parametre modela p

Statisti¢ki kriterij za vrednovanje p: maksimizirati vjerojatnost
opazanja o pod pretpostavkom M(p)!

Uvjetnu vjerojatnost opazanja s obzirom na model nazivamo
vjerodostojnoscu modela:

L(p) = p(o|M(p))

Kriterij maksimalne vjerodostojnosti (MLE) izrazavamo:

PMLE = arg max L(p)
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X

Izvedimo MLE kriterij za provlacenje pravca kroz skup to¢aka

p=arg max p(yIM(p))

Izrazimo gustocu vjerojatnosti pojedinacnog mjerenja y;;
pretp. y; ~ N(y;, o)) (hormalno distribuirani, nepristrani):

Wiy 2

p(yily:) ~ e 202

Izrazimo sada gustodu vjerojatnosti cijelog skupa mjerenja, pod
pretpostavkama jednake disperzije i nezavisnosti:

_ Wimp1x=pp)?
pylp,x) ~ l_[ e 207
i
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X

Logaritam vjerodostojnosti sada je:

log L(p) ~ —(yi—p1- Xi— Pz)2

Pravac koji maksimira vjerodostojnost sad je:

p = argmax L(p) = argmin(~log L(p))

Dolazimo do ekvivalencije geometrijskog i MLE kriterija!

p = argmax L(p) =argmin > [|p1 - xi+ p2 - yil
P P&

Geometrijski kriterij nije MLE, kad god se Sum ne moZe opisati
dekorellranlm I Identlcnlm normalnlm raZdb(T?\abn%:w%!ﬂiza scena — Kriteriji estimacije (8) 30/35



KRITERIJI ESTIMACIJE: X

Kriterij MLE --- p maksimira uvjetnu vjerojatnost opazanja o, neovisno o
apriornoj vijerojatnosti parametara:

L(p) = p(o|M(p))

Ako se p(p) moze modelirati, estimaciju moZzemo poboljsati!

Kriterij MAP --- p maksimira svoju posteriornu distribuciju:

p=arg max p(M(p)lo)

Gustocu vjerojatnosti p(p|o) kriterija MAP (max. a posteriori) dobivamo
primjenom Bayesovog teorema:

P(OIM) P(M)

D( (Djnamicka analiza scena — Kriteriji estimacije (9) 31/35
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X

U naSem slucaju, u brojniku imamo vjerodostojnost i apriornu
vjerojatnost, a u nazivniku normalizacijski faktor

p(olp) - p(p)

(o) ~L(p) - p(p)

p(plo) =

Konacan izraz za estimator MAP je:

PmAP = arg max L(p) - p(p)

MLE: model = max p(slikajmodel)
MAP: model = max p(slikajmodel) - p(model)

Vidjeli smo klokana. Jesmo li u Australiji?
Vidjeli smo nesto &to podsjeéa na znak. Da li je pokraj ceste?
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KRITERIJI ESTIMACIJE: X
Likelinood p(z|8)

—
Prior p(0) 0
Posterior
2(0]2) ~ p(2|0)p(8)
Likelihood p(z|0)
- D —
Pricr p(6) 0
/‘
Posterior
p(6]2) ~ p(2]6)p(0)
[Zisserman01]
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ROBUSNA ESTIMACIJA: X

Prisjetimo se motivacije:

1. svi unutarpopulacijski podatci doprinose rjesenju +/

2. rezultat u prisustvu plauzibilnog Suma statisti¢ki povoljan +/

3. vanpopulacijski parametri ne ometaju to¢an rezultat

(to bismo sada, nazalost vrlo ukratko)

Zasto outlieri mogu biti problem [Stewart99]?

Bl

oy

b
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ROBUSNA ESTIMACIJA: X

Robusni pristupi u raunalnom vidu:

1. Houghova transformacija

2. Evaluacija hipoteza dobivenih nad minimalnim slu€ajnim uzorkom
Monte Carlo analiza, RANSAC, MLESAC, ***SAC, LMedSqr

3. lterativno poboljSanje koristenjem robusnih normi:
IRLS, M-estimacija

(I'to je sve...)
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Hvala na paznji!

Pitanja?
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