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- Sto su unaprijedni duboki modeli?

- Funkcija gubitka i izlazni slojevi.

- Aktivacijske funkcije u skrivenim slojevima.
- Univerzalna aproksimacija: dubina je vazna.

- Backprop: izracun gradijenta kompozicije funkcije
prosljedivanjem greske unazad.
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Sto su unaprijedni duboki modeli?

Duboka unaprijedna mreza (eng. deep feedforward network)

- osnovna formulacija dubokog modela

- mreza: sastoji se od veceg broja jednostavnijih
premrezenih funkcija

- osnovni oblik odgovara slijedu afinih transformacija s
nelinearnom aktivacijom

Cilj:
- aproksimirati funkciju y = f*(x) parametarskim modelom
y=71(x,0).

- model f mapira ulaz x u prediktirani izlaz y
- parametre © zdruzeno ucimo na podatcima s kraja na kraj



Sto su unaprijedni duboki modeli?

Detalji cilja:

- funkcija y = f*(x) opisuje stvarni odnos izmedu ulaza x i
izlaza y

- nas model y = f(x, ®) aproksimira stvarnu funkciju.

- Zelimo pronaci skup parametara ©* koji daje najbolju
aproksimaciju funkcije f*(x) =~ f(x, ®*).

- problem: ne znamo kako funkcija f*(x) izgleda za svaki x;
znamo samo kako fizgleda na ogranicenom skupu za
ucenje {(x;, ¥i)}/L;-

- stalo nam je do ispravne generalizacije

- izbor modela mora biti prilagoden podatcima (usp. no free
lunch theorem)



Sto su unaprijedni duboki modeli?

Osnovna svojstva dubokih modela:

- informacija struji od ulaza prema izlazu, nema petlji.

- mogu se predstaviti kompozicijom jednostavnijih funkcija:
f(%,©) = ofL(fr-1(- - - (fi(x, ©1)), -+ ), OL-1), OL)),

- jednostavne funkcije f; nazivamo slojevima

- svaki sloj ima tocno jednu nelinearnu aktivaciju

- dubina modela (L): broj slojeva



Sto su unaprijedni duboki modeli?

Model moZemo izraziti i preko pomocnih varijabli hy, h;_4,-- - hy

h'l :ﬁ(xv 61)

hi—1 =fi—i(hi—2,© 1)
hy = fi(h.—1,©))
f(x,©)=o(hy)

pomocne varijable zovemo skrivenim ili latentnim znacajkama
Sirina [-tog sloja: dimenzija znacajki u [-tom sloju: h! € R,

Samo su ulaz x i izlaz y specificirani, model ima slobodu da
iskoristi skrivene slojeve na nacin koji osigurava najbolju
aproksimaciju funkcije. 7



Sto su unaprijedni duboki modeli?

Osnovni oblik: lanac potpuno povezanih slojeva

- svaka f; modelira elementarnu nelinearnu transformaciju:
afino preslikavanje i nelinearnu aktivaciju o

fe(hp—1) = o(Wrhp_1 + by)

- Potpuno povezane slojeve moramo dobro upoznati:
- osnova za sloZenije slojeve (npr. konvolucijske)
- gradevne jedinice sloZenijih arhitektura (npr. paznja)

Drugi nazivi:

- (unaprijedni, duboki) potpuno povezani model (s afinim
slojevima) (eng. fully connected)

- viSeslojni perceptron (eng. multi-layer perceptron)

- (unaprijedna) umjetna neuronska mreza



Potpuno povezani sloj

+

:c W Wz +b o(W x + b)

f(x;W,b) =0 (W-x+Db)

a(s)i=oa(s) 9



Potpuno povezani model

Zadatak: odrediti strukturu, jed-
nadzbe i ukupan broj parametara
potpuno povezanog modela za 2D
podatke. ako znamo da su dimen-
zije slojeva: 5, 10, 5, 2.
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Potpuno povezani model

Zadatak: odrediti strukturu, jed-

X
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Sto su unaprijedni duboki modeli?

Odnos prema umjetnim neuronskim mrezama:

- umjetne neuronske mreze proucavaju algoritme strojnog

ucenja koji su inspirirani ranim modelima ljudskog mozga

- s druge strane, duboko ucenje proucava modele koji
dobro generaliziraju na stvarnim podatcima

n



Linearni i nelinearni modeli

Pitanje: koliko dubok treba biti potpuno povezani model?

Zavodljiva ideja: L=1!

f(x,® = (w,b)) = o(w'x + b)

- prednost: uz uobicajene funkcije gubitka vodi na
konveksnu optimizaciju

- prednost: garantirana konvergencija

- nedostatak: nas svijet nije linearan.

12



Linearni i nelinearni modeli

Ako jednoslojni model nije opcija, Sto nam preostaje?

- Rjesenje: originalne znacajke x mapirati nelinearnom
funkcijom ®(x) u drugi prostor u kojem klasifikaciju
obavljamo linearnim modelom

f(x,®,0 = (w,b)) =d(x)"w+b

- Tri sudominantna nacina konstrukcije funkcije ®(x):
- upotrijebiti genericku funkciju ®(x),
- rucno dizajnirati funkciju ®(x),
- nauciti funkciju ®(x|@¢).

13



Genericka funkcija za mapiranje znacajki

Primjer: jezgrene funkcije.

- npr. RBF funkcija k(x,-) implicitno preslikava ulaz u tocku
®(x) beskonacno-dimenzionalnog prostora.

Problem: takve funkcije pretpostavljaju lokalnu glatkocu (eng.
local smoothness prior)

- nazalost, lokalna glatkoca nije dovoljno dobra kad je
dim(x)=10°



Rucni dizajn znacajki

Primjer: SIFT deskriptor u racunalnom vidu, vrece rijeci u
obradi prirodnog jezika, MFCC deskriptori u obradi govora.

Problem: zahtjeva domensko znanje, dugotrajan proces

Problem: (danas znamo) ograniceni rezultati

0 %l |

Image gradients Keypoint descriptor
15



Ucenje znacajki
Jedino preostalo: nauciti funkciju ®(x|®¢), s parametrima Og
MoZemo probati slojeve uciti odvojeno: prvo znacajke ®4 (npr.

nenadzirano), a tek onda klasifikator w, b

- to bi radilo bolje od linearnog modela

- ali nije dobro skaliralo u stvarnim eksperimentima s vise
od dva sloja

Ostaje samo jedna opcija: uciti duboki model s kraja na kraj:

- spregnuto ucenje ® = (w,b) U Og



Ucenje dubokog modela s kraja na kraj

Prednosti u odnosu na genericke funkcije i rucni dizajn:

- zadajemo klasu funkcija ®(x|®¢) umjesto specificne
funkcije ®(x)

- klasa funkcija je odredena strukturom modela.

- moZemo imati proizvoljno mnogo slojeva (ili skoro)

Nedostatak u odnosu na genericke funkcije i rucni dizajn:

- optimizacijski problem vise nije konveksan

- nema garancije za globalnu konvergenciju ucenja



Ucenje dubokog modela s kraja na kraj

U praksi se medutim pokazuje da nekonveksni gubitak nije
problem u visokodimenzionalnom prostoru

Duboki modeli najprikladniji za podatke koji su generirani

kombinacijom faktora, npr. lice se sastoji od usta, ociju, nosa...

Ako takvi faktori postoje, njihova nezavisna obrada moze
osigurati efikasnu reprezentaciju regija ulaznog prostora.

Duboki modeli mogu biti eksponencijalno ucinkovitiji
[delalleau11nips] od modela koji pretpostavljaju da se
predikcija glatko mijenja u okolini podataka za ucenje:

- plitki modeli, prototipovi (k-NN), jezgrene funkcije



Ucenje dubokog modela s kraja na kraj

Primjer funkcije koja tocke ravnine preslikava u RGB boju

e zadan je sljedeci skup za ucenje
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Ucenje dubokog modela s kraja na kraj

Primjer funkcije koja tocke ravnine preslikava u RGB boju

e zadan je sljedeci skup za ucenje
e intuitivno je jasno da generalizaciju nije lako postici

e medutim, problem postaje laksi ako model izrazimo
aditivnom kombinacijom dvaju nezavisnih 1D modela

fix;y) = (fr(x) +fa(¥))/2
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Primjer: ucenje funkcije XOR

- Promotrimo sljedecu funkciju dvije binarne varijable:
f*(x) = (Xo AX7) V (Xo A Xq).

- pokuSajmo nauciti linearni model koji aproksimira f*:
f(x,© = (w,b)) =w'x+b

- Zelimo naci takve ®* = (w*, b*) da kvadratna greska
predikcije bude minimalna:

1 4

huse(Y.f(X, ©)) = > (f(xi,©) =)’

i=1

- Vidjet cemo kasnije da takva funkcija gubitka nije osobito
dobar izbor za klasifikacijske probleme, ali ovdje je
pogodna jer rjeSenje mozemo dobiti eksplicitno.

20



Primjer: ucenje funkcije XOR

Oznacimo:
X171 =0,X1p =0,1 v =20
T X :O,X :1,1 =
w' = [W'|7W27b:| ) X = g 5 ) = V2
X31="1,x32= 0,1 y3 =1
Xg1 =1, X2 = 1,1 »=0

Izrazimo gubitak u pogodnom obliku (za pravilo ulancavanja):
! !/ 1 ! / 2 qTq Uonnl
jl\rlSE(yvwi ): N HXW _y”Z = Taq =Xw -y
Sada mozemo izracunati gradijent:
r_0 _90
ow  9gow
2-.q" ., 2
= X = 2
N N

Vwuse(y, X', w')

X'w’ —y) "X 2




Primjer: ucenje funkcije XOR

Trazimo minimum funkcije J:

V) =0 = w' = (x/Tx') Ty

RjeSenje: w* = 0,b* = 0.5 (??!)

Zakljucak: linearni model ne moze rijesiti XOR problem.

- Minski and Papert objavili su ovaj zakljucak u knjizi:
Perceptrons: An Introduction to Computational Geometry

- ovo se smatralo ogranicenjem svih pristupa ucenju i
pridonijelo je prvoj zimi umjetne inteligencije (1974.-1980.)

- algoritam backprop izumio je Seppo Linnainmaa u okviru
svog magisterija (1970)

22



Primjer: ucenje funkcije XOR

- Uvedimo dodatni nelinearni sloj: mora biti nelinearan,
inace bi cijeli model bio (opet) linearan.

- Uobicajeno se danas koristi zglobnica kao nelinearnost:
g(x) = ReLU(x) = max(0, x).

- Nelinearnost djeluje na svaki element vektora odvojeno:
g(x); = g(x)

- Sada mozemo postaviti nelinearni model:

f(x,©) = wj h+ by,
h = g(W/ x + by)

- h: vektor (naucenih) znacajki u skrivenom sloju
- W4, by: nauceni parametri za racunanje znacajki iz
podataka

23



Primjer: ucenje funkcije XOR

S T 1 0 1
R LW = by = = by = 0.
jeSenje: Wy [1 1], i [_1], w; !_2], 2

f(X0,%1) =1-max(Xo +x1,0) —2-max(xo +x; —1,0) + 0

33
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Primjer: ucenje funkcije XOR

S T 1 0 1
R LW = by = = by = 0.
jeSenje: Wy [1 1], i [_1], w; !_2], 2

f(X0,%1) =1-max(Xo +x1,0) —2-max(xo +x; —1,0) + 0

WaX =

N O
N O
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Primjer: ucenje funkcije XOR

Rjesenje: Wh = r 1], b, = [01], W, = !12], b, = 0.

WiX + by =

2%




Primjer: ucenje funkcije XOR
N 11 0 1
R LWy = by = = by = 0.
jeSenje: W [1 1], 1 [_1], w2 !_2], 2

f(X0,%1) =1-max(Xo +x1,0) —2-max(xo +x; —1,0) + 0

RGLU(W1X + b1) =

N = 2 O
- O O O

2%



Primjer: ucenje funkcije XOR

Pokazali smo konacno rjesenje, ali nismo pokazali kako se do
njega dolazi.

U pravilu se za odredivanje parametara dubokih modela koriste
postupci optimizacije temeljeni na gradijentu funkcije gubitka.
Prikazano rjesenje je globalni minimum funkcije gubitka,

- u generalnom slucaju gradijentni spust dovodi u lokalni
minimum, ako se radi o ne-konveksnom gubitku

- U tom slucaju rjeSenje ovisi o inicijalizaciji.

25



- Sto su unaprijedni duboki modeli?

- Funkcija gubitka i izlazni slojevi.

- Aktivacijske funkcije u skrivenim slojevima.
- Univerzalna aproksimacija: dubina je vazna.

- Backprop: izracun gradijenta kompozicije funkcije
prosljedivanjem greske unazad.

26



Ucenje parametara modela - minimizacija empirijskog rizika

- Ucenje modela: pronalazenje parametara ®* za koje je
empirijski rizik minimalan:
1N
i=1
®* =argmin/(X,Y, ©)
e

- Funkcija gubitka £(y, §) odrazava nase “razocaranje”
razlikom izmedu predikcije modela y i stvarne vrijednosti
y.

- Regularizator (®) kaznjava neke vrijednosti parametara
modela.

27



- Ovaj gubitak nije derivabilan, pa je minimizacija J(X, Y, ©®)
teSka: kombinatorna optimizacija

28



Funkcija gubitka

PokuSajmo ne biti iskljucivi, oblikujmo model koji prediktira
distribuciju preko mogucih izlaza P(y|x; ©)

Definirajmo gubitak kao negativnu log-izglednost:

Oue(Y, V) = =) " log P(y = y|x; ©)

- za regresiju pretpostavljamo normalnu (Gaussovu)
razdiobu, s jedinicnom kovarijacijskom matricom:

Py =yIx;©) = N(ylp = f(x,©),x =)
- za klasifikaciju pretpostavljamo kategoricku razdiobu (ili
“generaliziranu Bernoullijevu razdiobu”):

P(V =yIx. ©) =fy(x,©)
29



Negativna log-izglednost kao funkcija gubitka (2)

Negativna log izglednost kategoricke razdiobe odgovara

unakrsnoj entropiji izmedu distribucije stvarnih oznaka y i
distribucije izlaza naseg modela P(y|x; ©).

Mozemo formulirati i deterministicko predvidanje
ukljucivanjem Diracove §-distribucije (ovo dovodi do gubitka 0

—1)

30



Negativna log-izglednost kao funkcija gubitka

- Prednost prikaza funkcije gubitka preko negativne
log-izglednosti je opcenitost: nema potrebe dizajnirati
funkcije gubitka specificne za svaki pojedinacni model.

- definiramo distribuciju preko izlaza: P(y|x; ©)
- funkcija gubitka je: lyre(y,¥) = — log P(V = y|x; ©)

- Za regresiju dobivamo srednju kvadratnu pogresku:

~

tase(y,Y) = (v —9)°
- Za klasifikaciju dobivamo:
Lep(y,Y) = —log fy(x, ©)

- Obje ove funkcije gubitka su derivabilne.
= mogu se uciti gradijentnim spustom

31



Klasifikacija: soft-max

Klasifikator mora vratiti kategoricku razdiobu preko C razreda:

© fi(x,©) € [0,1] Vi, X5 fi(x, ©) =1

Promotrimo znacajke u zadnjem sloju modela:

z=h"=wW/h"+b,

Tada distribuciju mozemo dobiti funkcijom softmax:
exp(Z;)

fi(x,®) = P(y = i|x; ®) = softmax(z); = Z‘TP(ZJ)
J

- eksponenciranje garantira fi(x,®) > 0 Vi
- nazivnik garantira: Z,-Cf,-(x, ®)=1

32



Klasifikacija: softmax (objasnjenje)

Reinterpretirajmo logite z kao logaritmiranu nenormaliziranu
zdruZenu gustocu podataka i razreda:

zy = logconst- P(§ =y,x; ©) .

Odatle lako slijedi da softmaks odgovara aposteriornoj
vjerojatnosti [grathwohl20iclr]:

Zezk = P(x; ©) (marginalizacija preko ¥) ,
k

e’
= D
const - P(§ =y, x; ©)
~ " const- P(x; ®)
=P =ylx;®)  (Bayesov poucak) .

softmax(z)y,

33



Klasifikacija: stabilnost log-softmaksa

Izrazimo negativnu log-izglednost kao funkciju logita z = fp(x) |
indeksa tocnog razreda y:

In11L(z,y) = — log softmaxy ()

- problem: ako softmaks podlije (ode u nulu), gubitak — co
- kada se to moze dogoditi?

Stabilnija formulacija log-softmaksa:

In1L(Z,Y) = — log softmaxy ()

ey

— — Zk _
= —log S e = Iogzk:e Zy

- ova izvedba osjetljiva je na preljev softmaksa
- kako to mozemo izbjeci? 34



Klasifikacija: soft-max kao izlazni sloj

Stabilna negativna log izglednost (y: indeks tocnog razreda):

IN1L(Z,y) = — log softmaxy(z) = Iogz e’k — z,
k

MoZemo izvesti sljedece intuitivne zakljucke:

- Kada model tocno predvida (maszj = z,) subitak je =~ 0.

- Kada model grijesi, tj. kada je max; z; # z,, na gubitak
najvise utjece najaktivnija (najjaca) netocna predikcija.

- Takvo ponasanje je vrlo slicno 0-1 gubitku: negativna
log-izglednost je gornja ograda 0-1 gubitka.

Za domaci rad dokazati:

dton(yssoftmax(z)) ’?Zf:max(z)) = softmax(z), — [V = ]

35



Svojstva softmaksa

Invarijantnost na dodavanje konstante:

softmax(z) = softmax(z + ¢) = softmax(z — maxz;)
J

Bolje ime (koje se nazalost nije uvrijezilo): softargmax

"Pravi softmax” izracunali bismo kao log-sum-exp:

LSE(Z) = |0g Z eZi = max(z) + Iog Z eZ,'—max(z)
g i

36



Parametrizacije softmaxa

lako je izlaz softmaxa C-dimenzionalan, postoji samo C — 1
stupnjeva slobode (izlaz je distribucija)

To znaci da jedan od ulaza mozemo fiksirati (npr. postaviti na
0) bez smanjenja opcenitosti modela.

U praksi nema razlike izmedu te dvije varijante, a

implementacija je jednostavnija kada je ulaz C dimenzionalan.

37



Binarna klasifikacija: sigmoida kao izlazni sloj

Ako je C = 2 onda:

exp(z1)
exp(2o) + exp(z1)
1
1+ eXp(Zo = Z1)

P(y = 1|x) = softmax(z) =

Ako postavimo zy = 0 dobivamo:
P(y =11x) = o(z1)
= soft-max je poopcenje sigmoide na slucaj C>2 klasa

= kategoricka razdioba je poopcenje Bernoullijeve razdiobe
na slucaj C>2 ishoda.

Za domadi rad dokazati: %eel:ol@) — 5(7) —y

38



Srednja kvadratna pogreska za klasifikacijski gubitak?

Zasto negativna (log-)izglednost kao funkcija gubitka za
klasifikaciju? Zasto ne srednja kvadratna pogreska?

tuse(y,0(2)) = (v — o(2))*

Pogledajmo gradijent funkcije gubitka s obzirom na znacajke u
zadnjem sloju:

otyse (Y, o(2))
MS%T =2(c(2) = y)(1 = 0(2))o(2)

Kada je sigmoida u zasicenju (z >> 0 ili z << 0) gradijent
funkcije gubitka je malen, bez obzira da li je o(z) blizu y ili ne:
model ne moze nauciti iz takvog primjera.

39



Srednja kvadratna pogreska za klasifikacijski gubitak?

Glavni nedostatak MSE-a jest ignoriranje strukture
vjerojatnosne distribucije; to se najbolje vidi u viserazrednom
slucaju

Npr. pretpostavimo da imamo podatke x; i X, koji bi se trebali
klasificirati u drugi razred:

Y9H = Y9H = [0,0,1]

Pretpostavimo dalje da za njih dobivamo sljedece distribucije:
P(Y|x1) = [0.8,0,0.2], P(Y|x;) = [0.4,0.4,0.2]

Gubitci su razliciti iako su predikcije jednako pogresne:
Luse(X1, YOM) = 1.28, Luse(x2, YO') = 0.96

Za klasifikaciju, MLE je bolji gubitak od MSE.
40



- Sto su unaprijedni duboki modeli?

- Funkcija gubitka i izlazni slojevi.

- Aktivacijske funkcije u skrivenim slojevima.
- Univerzalna aproksimacija: dubina je vazna.

- Backprop: izracun gradijenta kompozicije funkcije
prosljedivanjem greske unazad.

41



Primjer: ucenje funkcije XOR

Uveli smo bili dodatni nelinearni sloj: mora biti nelinearan,
inace bi cijeli model bio (opet) linearan.

Uobicajeno se danas koristi zblobnica kao nelinearnost:
g(x) = ReLU(x) = max(0, x).

Nelinearnost djeluje na svaki element vektora odvojeno:
g(x); = g(x)

Nelinearnost se zove aktivacijska funkcija.

42



Zglobnica kao aktivacijska funkcija

Zglobnica (eng. rectified linear unit):
g(x) = ReLU(x) = max(0, x).
Prednosti:

- U aktivnom stanju propusta signal unaprijed i gradijent
unatrag

- podrzava propagiranje gradijente s obzirom na ulazne i
izlazne aktivacije

"Nedostatak” 1: gradijent funkcije nije definiran zax =0

- u implementaciji definiramo gradijent da bude jednak ili
gradijentu s lijeva (0) ili gradijentu s desna (1).

43



Zglobnica kao aktivacijska funkcija

Nedostatak 2: u neaktivnom stanju ne propusta signal
unaprijed i gradijent unatrag, ali:
- postoje bijektivne generalizacije zglobnice:
- Leaky RelU: g(x, &) = max(0, x) + amin(0, x).
- Soft Plus: g(x) = log(1 + €%).
- normalizacija po grupi (eng. batch normalization)
implicira srednju vrijednost 0 i varijancu 1
= U svakoj iteraciji ucenja i u svakoj znacajki imamo 50%
aktivnih aktivacija

Nedostatak 3: srednja vrijednost aktivacija nije 0
- situaciju ponovo spasava normalizacija po grupi
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Druge koristene aktivacijske funkcije

Sigmoida a(x) = (1+ exp(—x))~"

- gusi gradijent kada ude u zasicenje (ucenje prestaje,

nestajuci gradijent, eng. vanishing gradient),

- nema ih viSe u unaprijednim modelima (ima iznimki)
Tangens hiperbolni tanh(x) = % obicno se ponasa bolje
od sigmoide buduci da slici identitetu u dijelu oko x = 0, to
osigurava jednostavan transfer gradijenata unatrag

- veza izmedu tanh i o: tanh(x) = 20(2x) — 1.

a(eX¥—1);forx <0

Eksp.-linearna funkcija (ELU): fa, x) = A
x;forx>0

Generalno: bilo koja nelinearna funkcija je u redu 45



- Sto su unaprijedni duboki modeli?

- Funkcija gubitka i izlazni slojevi.

- Aktivacijske funkcije u skrivenim slojevima.
- Univerzalna aproksimacija: dubina je vazna.

- Backprop: izracun gradijenta kompozicije funkcije
prosljedivanjem greske unazad.
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Teorem o univerzalnoj aproksimaciji

Teorem: model s linearnim izlaznim slojem i najmanje jednim
skrivenim slojem s nepolinomnom aktivacijskom funkcijom
moze aproksimirati bilo koju Borel mjerljivu funkciju iz jednog
konacno-dimenzionalnog prostora u drugi s proizvoljno
malenom greskom (vecom od 0), ako model ima dovoljno
aktivacija u skrivenom sloju (ili skrivenim slojevima).

Svaka neprekinuta funkcija definirana na zatvorenom i
ogranicenom podskupu R" je Borel mjerljiva funkcija

Ne trebamo prilagodavati aktivacijske funkcije: dovoljno je da
imamo jedan skriveni sloj

47



Teorem o univerzalnoj aproksimaciji (caveat 1)

Teorem o reprezentacijskom kapacitetu dubokih modela: kad
bi funkcija f* bila poznata onda bi je mogli aproksimirati
proizvoljno dobro.

Medutim, funkcija nije poznata, dostupni su samo podaci za
ucenje (X, ).

Ovaj teorem ne govori nista o tome da li f* mozemo nauciti iz
(X, ).

Teorem samo kaze da dovoljno "nabildani” model moze
nastrebati skup za ucenje
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Teorem o univerzalnoj aproksimaciji (caveat 2)

Teorem ne specificira koliko aktivacija trebamo za postici
zadanu gresku aproksimacije, ali postoji gornja ograda (eng.
upper bound)

- U najgorem slucaju trebamo eksponencijalno veliki broj
znacajki u srednjem sloju:

dim(h) ~ O(a%m®)

- svaka od tih znacajki odgovara konfiguraciji ulaza koja se
mapira u izlaz koji moramo razlikovati od drugih izlaza.

- za nauciti logicku funkciju n varijabli trebamo izracunati
O(2") minterma
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Teorem o univerzalnoj aproksimaciji

Zadatak: konstruirati dvorazinski afini model aktiviran
zglobnicom za aproksimaciju sljedece funkcije R — R:

:7]j5 7I10 7I5 0 5 lID ]:5
Rjesenje:

h10 = np.maximum(X-0,0)

h1l = np.maximum(X-1,0)

h12 = np.maximum(X-2,0)

h13 = np.maximum(X-3,0)

h14 = np.maximum(X-6,0)

h21 = 1xh10 - 1xh11 + 2*h12 - 3xh13 + 1%hl4

. 50
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http://neuralnetworksanddeeplearning.com/chap4.html

Zasto onda uopce duboki modeli?

Efikasnost prikaza funkcije.

Duboki modeli mogu smanjiti potreban broj aktivacija u
skrivenim slojevima za prikaz funkcije

- postoje funkcije koje se mogu efikasno predstaviti
dubokim modelima.

Efikasnost dubokih modela u odnosu na plitke (samo jedan
skriveni sloj) moze biti cak eksponencijalna u broju potrebnih
aktivacija
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Zasto onda uopce duboki modeli?

Efikasnost prikaza funkcije.

Modeli koje koriste zglobnicu kao aktivacijsku funkciju
definiraju po dijelovima linearne funkcije nad regijama ulaznog
prostora

- broj tih regija je mjera fleksibilnosti (kapaciteta) modela.
- duboki modeli imaju eksponencijalno vise regija od plitkih
modela s istim brojem aktivacija.

Figure 1: Binary classification using a shallow model with 20 hidden units (solid line) and a deep
model with two layers of 10 units each (dashed line). The right panel shows a close-up of the left
panel. Filled markers indicate errors made by the shallow model.

[montufari4nips] >
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SVHN sequence transcription [goodfellow17]

Test accuracy (percent)

Empirijski rezultati pokazuju da modeli za klasifikaciju slika
postizu bolje rezultate kad povecamo dubinu

- x: dubina modela, y: tocnost klasifikacije

povecanjem Sirine modela dobivamo znacajno manja
poboljsanja...
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Number of parameters x10%

Duboki konvolucijski modeli za klasifikaciju slika generaliziraju
bolje od plitkih (SVHN sequence transcription [goodfellow17])

- x: broj parametara, y: tocnost klasifikacije

Produbljenje uvodi pristranost koja pogoduje generalizaciji!

- plitki modeli se prenauce vec na 2e7 parametara
- duboki modeli dobro generaliziraju i sa 6e7 parametara
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- Sto su unaprijedni duboki modeli?

- Funkcija gubitka i izlazni slojevi.

- Aktivacijske funkcije u skrivenim slojevima.
- Univerzalna aproksimacija: dubina je vazna.

- Backprop: izracun gradijenta kompozicije funkcije
prosljedivanjem greske unazad.
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Nadzirano ucenje modela

Prolaz unaprijed: racunanje izlaza modela y = f(x, ®) i funkcije
gubitka J(y,¥) = J(v.f (x, ©))

Prolaz unatrag: racunanje gradijenta funkcije gubitka s obzirom
na parametre modela VeJ(y,f(x, ®)) = (W)T

Optimizacijski postupak: tipicno varijanta gradijentnog spusta

@' =0-0-Velly,f(x,0))
- 0 tome Cemo pricati detaljnije neki drugi put.

Proslijedivanje greSke unatrag (eng. backprop) je jednostavan i
racunski nezahtjevan nacin racunanja gradijenta kompozicije
funkcija.

56



Derivacija kompozicije funkcija ulancavanjem gradijenata

Pravilo ulancavanja (eng. chain rule): recept za deriviranje
kompozicije funkcija za koje su derivacije poznate

Za skalarne funkcije, npr. y = g(x) z=1(y) =f(g(x)), imamo:

dz dzdy  df(y) dg(x)
dx  dydx dy dx

Za vektorske funkcije, y = g(x), z=f(y) = f(g(x)), dobivamo:

oz ozdy _ (o'
9% — Dy ox ili VxZ = <6X> Vyz.

. 3; [ g§ su Jakobijani dimenzija 1 x n odnosno n x m;

. dz 9Y;
dx, Z dy; Ox;

. : o . 57
Takav umnozak provodimo za svaki racunski korak modela.



Backprop: rekurzivna primjena ulancavanja

Promotrimo duboki model f parametriziran s © koji podatke x
preslikava u predikcije ¥

¥ =fx,0)

Gradijent gubitka s obzirom na parametre [-tog sloja tada je:
OL(y,9) _ OL(y,9) 8y oht  oh

9@ 8y ohtohl—T 9@l
_ 0Ly, ) of(ht1 et aft(h, e of!(h' !, @)
-~ Oht oht-1 oh! 00!
Za svaki sloj trebamo izracunati parcijalnu derivaciju izlaza:
- s obzirom na parametre (ako postoje) %
- s obzirom na ulaz % (samo ako nismo gotovi)

- problem: ®! moze biti matrica (potpuno povezani sloj)

- problem: h'i ®! mogu biti tenzori 4. reda (konv. sloj) >



Gradijenti po tenzorima viseg reda (>1)

Gradijente po tenzorima moZemo racunati kao i za vektore

- prvo odredimo gradijente za vektorizirani tenzor,

- te ih na kraju preslozimo u pocetni oblik

Pretpostavimo: X € R™M x R™ x ... R™ Y ¢ R x R™ x ... RMW

- Tada je gﬁi% Jakobijan dimenzija

(I’Hl’)z 900 ﬂ[\/) X (m1m2 X -mM).

- backprop je i u ovom slucaju samo mnozenje Jakobijana:

oz 0z ovec(Y)
ovec(X)  ovec(Y) dvec(X)
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Backprop za parametre potpuno povezanog sloja

U praksi, gradijente gubitka ipak necemo racunati po

vektoriziranim tezinama jer postoje efikasniji pristupi.

Razmotrimo potpuno povezani sloj (h,_; € RP«1, s, € RPx):

Sp =W -hp_1+by.

Gradijente po vektoriziranim parametrima mozemo izracunati
prema osnovnom receptu u O(D? - Dy_+):

oL oL 0Sk

dvec(W,) s, dvec(Wy)
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Backprop za parametre potpuno povezanog sloja

Umjesto toga, taj gradijent radije cemo racunati prema receptu
iz uputa za laboratorijske vjezbe u O(Dy, - Dp_+):

=gy [
8Wk- 8ij DX Dy Sy, L

Domaci rad:

- pokazati da prikazani pristupi ekvivalentni (isti rezultat)

- razumjeti kako odredujemo njihovu slozenost
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Primjer: unaprijedni prolaz

X
Wb, '
—™ W, -x+b,

ls1
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Primjer: unaprijedni prolaz

X
Wb, '
—™ W, -x+b,
s1
\
RelLU(s,)
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Primjer: unaprijedni prolaz

X
Wb, |
—™ W, -x+b,
s1
v
ReLU(s,)
h1
W2,b2  J
—> W,-h,+b,
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Primjer: unaprijedni prolaz

X
W1:b1 l
— W, -x+b,
S,
L ]
RelLU(s,)
h,
W25b2 Y
—p W2'h1+b2
S,
L ]
- log softmax(s,)[yi]
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Primjer: unatrazni prolaz (=dinamicko programiranje)

S: Y or /0s,

- log softmax(s,)[yi]

l L; 63




Primjer: unatrazni prolaz (=dinamicko programiranje)

W.,,b, \i
— .
or, /W, W,-h,+b,

=[dL,/0s,]T- h,T S: % ar,/0s,

A
- log softmax(s,)[yi]

l L; 63




Primjer: unatrazni prolaz (=dinamicko programiranje)

h, t9r,/0h,=0z,/ds, - 3s,/0h,

W.,,b, \i
— .
or, /W, W,-h,+b,

=[dL,/0s,]T- h,T S: % ar,/0s,

A
- log softmax(s,)[yi]

l L; 63




Primjer: unatrazni prolaz (=dinamicko programiranje)

S Y 09r,/0s,=0~,/0h, - oh,/0s,

ReLU(s,)
h A ) = ) .
W, b, I dz,/0h,=dL,/0s, - 0s,/dh,
—» .
oz, /AW W,-h,+b,
=[0£,/98,]T- h,T S: Y or /0s,

\ i

- log softmax(s,)[yi]

l L; 63



Primjer: unatrazni prolaz (=dinamicko programiranje)

X
Wb, '
— > W, -x+b,
9L, /oW, <+
=[0z,/0s,]T - xT Si % 0r,/9s,=0,/0h, - oh,/0s,
\J
RelLU(s,)
h, ¥ 5, /oh,=ar. /9s, -
W,.b, M dL;/0h,=dL,/0s, - 0s,/0h,
4> .
o, W Warhith,

=[dL,/0s,]T- h,T S: % ar,/0s,

A
- log softmax(s,)[yi]

l L; 63




Automatsko raCunanje gradijenata

Kako bismo proveli automatsko racunanje gradijenata, duboki
model predstavljamo racunskim grafom

Korijeni grafa predstavljaju ulazne podatke, oznake, parametre
i hiperparametre

Svi ostali ¢vorovi predstavljaju operacije: diferencijabilne
funkcije jedne ili vise varijabli.
Operacije vracaju samo jedan izlaz (radi jednostavnosti)

- izlaz moze biti skalar, vektor, matrica ili tenzor
- stoga ovo ogranicenje ne smanjuje opcenitost.

Primjer: klasifikacijski model s dva potpuno povezana sloja i L2
regularizacijom

. - i 64
- radi jednostavnosti izostavit cemo pomake b



Prikaz dubokog modela racunskim grafom

65



PyTorch hello world

import torch 7

step = 0.13

X = torch.tensor(2.0,
requires_grad=True)

for i in range(100): 5
y = X**%h4 - X**3 - 2*X**x2 + 3
y.backward() 2

print(x, y, x.grad)

x.data = x - step * x.grad
X. grad o ZeI‘O_( ) 15 -10 -05 00 05 10 15 20

Glavni sastojak: unatrazno automatsko differenciranje

. o N . 66
Domadi rad: rijesiti x> — x* — x = —1 gradijentnim spustom



Vratimo se na nas racunski graf
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Odgovarajuci kod pod PyTorchem

import torch, torch.nn.functional as F

# roots: input, label, parameters, hiperparameter

x = torch.tensor([1.,1.])

y torch.tensor(0.)

W1l = torch.tensor([[0.5,0], [0,1]], requires_grad=True)
W2 = torch.tensor([1.,0.], requires_grad=True)

lambdal = torch.tensor(0.01)

# model

hl = torch.relu(Wl @ x)

IMLE = F.binary_cross_entropy_with_logits(W2 @ h1, vy)

J = JMLE + lambdal » (Wl.pow(2).sum() + W2.pow(2).sum())

# ask autograd to compute the gradients
J.backward()

print(wi.grad)
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