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1. UvodPostoji velik broj problema u domeni ra£unarske znanosti za koje jo² uvijek nije pro-na�eno e�kasno rje²enje. Jedan od najpoznatijih je i problem trgova£kog putnika(engl. traveling salesman problem). Prili£no ga je jednostavno opisati: trgova£ki put-nik ºeli prona¢i najkra¢u rutu kojom moze obi¢i n gradova te se vratiti u grad iz kojegje krenuo, tako da svaki grad posjeti to£no jedamput. Za problem trgova£kog putnikane postoji algoritam polinomijalne sloºenosti koji bi ga rje²avao. Naime, neka n-torka
(v1, v2, . . . , vn) predstavlja gradove redom kojim ih se obilazi. Lako se zaklju£uje kakoje broj razli£itih ruta jednak broju permuta
ija skupa od n elemenata. Dakle, algo-ritam koji ispituje sve mogu¢e rute te pronalazi najkra¢u faktorijelne je sloºenosti -
O(n!). Usprkos brzom razvoju modernih ra£unala, takvom algoritmu trebalo bi vi²emilijardi godina da prona�e rje²enje za ne²to ve¢u instan
u problema.Budu¢i da probleme kao ²to je ovaj nije mogu¢e deterministi£ki rije²iti u prihvatlji-vom vremenskom, potrebno je posluºiti se heuristi£kim metodama. Takvi algoritmi nedaju nuºno optimalno rje²enje, no pokazalo se kako je to rje²enje £esto blizu optimal-nom te ga moºemo smatrati prihvatljivim (dopustivim). Heuristi£ki algoritmi naj£e²¢ekre¢u od nekog slu£ajno odabranog rje²enja, te ga u svakoj itera
iji modi�
iraju kakobi se ²to vi²e pribliºilo optimalnom.Heuristi£ki algoritmi baziraju se na razli£itim strategijama. U ovom se radu opisuju£etiri razli£ite metode te njihova primjena na problem naprtnja£e (engl. knapsa
k pro-blem) i prije spomenuti problem trgova£kog putnika. Oba navedena problema spadajuu klasu NP potpunih (prema engl. non-deterministi
 polynomial time) problema. Tuklasu £ine problemi £ije se rje²enje ne moºe prona¢i u polinomijalnom vremenu, ali semoºe ispitati je li neko rje²enje ispravno. Vi²e o toj klasi problema moºe se pro£itatiu [1℄.
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2. Heuristi£ki algoritmiPrilikom osmi²ljavanja algoritma za rje²avanje nekog optimiza
ijskog problema (pro-nalaºenje najboljeg iz skupa mogu¢ih rje²enja) vaºno je voditi ra£una o dokazivosti daje vrijeme izvr²avanja ograni£eno odozgo, te dokazivanju da algoritam doista pronalazioptimalno rje²enje. Heuristi£ki algoritam je onaj koji ne zadovoljava barem jedan odta dva kriterija. Naj£e²¢e takav algoritam daje prili£no dobra rje²enja u prihvatljivomvremenu, no nije dokazano da ¢e to biti slu£aj za bilo koju instan
u problema.Osim heuristi£kih, postoje i aproksima
ijski algoritmi koji se koriste u iste svrhe.Razlika ime�u njih je ²to se za aproksima
ijske algoritme moºe matemati£ki odreditikoliko ¢e se dobro pribliºiti optimalnom rje²enju, dok za heuristi£ki algoritam nemadokaza da uvijek radi dobro, ali se u praksi pokazuje zadovoljavaju¢im.U nastavku su prikazane £etiri heuristi£ke metode: penjanje uzbrdo (engl. hill 
lim-bing), simulirano kaljenje (engl. simulated annealing), tabu pretraºivanje (engl. tabusear
h) te genetski algoritam.Prije opisivanja samih heuristika, potrebno je iznijeti nekoliko formalnih de�ni
ija:
• optimiza
ijski problem je ure�ena £etvorka (I, f, m, g), gdje je� I skup instan
i problema� za instan
u x ∈ I, f(x) je skup mogu¢ih rje²enja problema (prostor rje²enja)� za instan
u x i rje²enje y ∈ f(x), m(x, y) predstavlja mjeru (dobrotu) togrje²enja (neku vrijedost koja se moºe uspore�ivati, naj£e²¢e realan broj)� g je funk
ija 
ilja (min ili max)Optimalno rje²enje y instan
e problema x je ono rje²enje za koje vrijedi da je

m(x, y) = g{m(x, y′) | y′ ∈ f(x)}

• za svako rje²enje y iz skupa mogu¢ih rje²enja de�nira se susjedstvo rje²enja
N(y). Rela
ija susjedstva opisuje se razli£ito za svaki problem. Ako se prostorproblema prikaºe usmjerenim grafom G(V, E), gdje skup vrhova V predstavljaskup rje²enja, tada za svako rje²enje v ∈ N(u) vrijedi da je (u, v) ∈ E(G).4



Poglavlje 2. Heuristi£ki algoritmi 52.1. Penjanje uzbrdoPenjanje uzbrdo jedan je od najjednostavnijih (kako idejno, tako i za implementa
iju)heuristi£kih algoritama. Algoritam zapo£inje sa slu£ajno odabranim (poten
ijalno lo-²im) rje²enjem problema, te ga u svakoj itera
iji pobolj²ava. Kada do�e do razine gdjevi²e nije mogu¢e pobolj²ati rje²enje, algoritam zavr²ava. Formalno gledano, u svakojse itera
iji trenutno rje²enje u zamijenjuje najboljim rje²enjem v ∈ N(u), ukoliko jeono bolje od rje²enja u.Promotrimo problem nalaºenja ekstrema neke diskretne1 funk
ije. Slika 2.1 pri-kazuje graf Gaussove zvonolike krivulje f(x) = e−
1

2
x2 . Skup rje²enja ovog problemajednak je domeni funk
ije (u ovom primjeru skup 
ijelih brojeva), dok je mjera rje²enjaupravo vrijednost funk
ije u pripadnoj to£ki. Optimalno rje²enje problema je ono £ijaje mjera maksimalna - to£ka x s najve¢om vrijednosti f(x).
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1}. Dakle, penjanjem uzbrdo kretat ¢e se, od slu£ajno odabrane po£etne to£ke x, uvijekprema to£ki za koju je vrijednost funk
ije ve¢a, sve dok se ne do�e do maksimumafunk
ije (optimalno rje²enje).Promotrimo sada funk
iju f(x) = e−
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2
(x−4)2 (slika 2.2). Ukoliko algoritamzapo£ne u to£ki x = 7, nakon tri itera
ije prona¢i ¢e maksimum funk
ije (to£ka x = 4).No, ako se �penjanje� zapo£ne u to£ki x = −2, algoritam se ne¢e vi²e pomaknuti izto£ke x = 0, budu¢i da su oba susjedna rje²enja lo²ija (manja vrijednost funk
ije).1Za kontinuirane funk
ije prostor rje²enja nije kona£an.
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(x−4)2Opisani slu£aj najve¢a je mana penjanja uzbrdo. Naime, za neku instan
u problema

x ∈ I, penjanjem uzbrdo prona¢i 
e se lokalni ekstrem2 funk
ije m(x, y) (odnosno,prona�eno rje²enje bit ¢e lokalno optimalno). O dobro odabranom po£etnom rje²e-nju ovisi ho¢e li to biti ujedno i globalni ekstrem.32.2. Simulirano kaljenjeSimulirano kaljenje je heuristi²ki algoritam za rje²avanje optimiza
ijskih problema svelikim prostorom rje²enja. Algoritam sadrºi pobolj²anje u odnosu na penjanje uzbrdokoje mu omogu¢uje da se istrgne iz lokalno optimalnog rje²enja (osnovni nedostatakpenjanja uzbrdo) te istraºi drugi dijelove prostora rje²enja.Algoritam je inspiriran pro
esom kaljenja u metalurgiji. To je tehnika zagrijavanjai kontroliranog hla�enja materijala kako bi se postigla odre�ena bolja svojstva. Naime,zagrijavanjem £esti
e dobivaju dovoljnu energiju da pobjegnu iz svog po£etnog poloºaja(lokalni minimum unutarnje energije) te se kre¢u po stanjima vi²e energije. Postupnimhla�enjem omogu¢uje im se da prona�u kon�gura
ije s niºom unutarnjom energijomod po£etne.Za razliku od penjanja uzbrdo, simulirano kaljenje omogu¢uje da se trenutno pro-na�eno rje²enje s odre�enom vjerojatno²¢u zamijeni lo²ijim susjednim rje²enjem. Ta jevjerojatnost funk
ija koja obi£no ovisi o razli
i �dobrote� trenutnog i susjednog rje²enja,2Minimum ili maksimum funk
ije na odre�enom lokalnom podru£ju (intervalu).3Minimum ili maksimum funk
ije na 
ijeloj domeni.



Poglavlje 2. Heuristi£ki algoritmi 7tako da je za manje razlike vjerojatnost velika, dok je za ve¢e razlike prakti£ki jednakanuli. Tako�er, po analogiji s �zikalnim pro
esom, uvodi se parametar temperature T ,takav da je vjerojatnost prelaska u lo²ija stanja ve¢a ²to je temperatura ve¢a. Tempe-ratura s vremenom (iz itera
ije u itera
iju izvr²avanja algoritma) opada s faktorom α,tj. T ′ = αT . Ovo svojstvo omogu¢uje algoritmu da u po£etku �ska£e� izme�u razli£itihrje²enja (istraºuje prostor rje²enja), dok je u kasnijim itera
ijama sklonost prelaska ulo²ija rje²enja sve manja, pa algoritam �titra� oko lokalno optimalnog podru£ja.Neka x predstavlja trenutno rje²enje, dok je x′ ∈ N(y) neko susjedno lo²ije rje²enje;
m(x) predstavlja mjeru (dobrotu) rje²enja. Naj£e²¢e se vjerojatnost prelaska u stanje
x′ opisuje izrazom:

exp(−
m(x)−m(x′)

T
)Algoritam simuliranog kaljenja opisan je sljede¢im pseudokodom:SIMULIRANO-KALJENJE1 x← po£etno dopustivo rje²enje2 c← 03 opt← m(x)4 sve dok vrijedi c < broj_itera
ija5 radi x′ ← slu£ajno odabrano rje²enje iz skupa N(x)6 ako je m(x′) > m(x)7 onda x← x′8 ina£ep← exp(−(m(x)−m(x′))/T )9 r ← slu£ajan broj iz intervala [0, 1]10 ako je r < p11 onda x← x′12 ako je m(x) > opt13 onda opt← m(x)14 T ← αT15 c← c + 12.3. Tabu pretraºivanjeTabu pretraºivanje je heuristi£ki algoritam koji u svakom koraku izvr²avanja zamijenitrenutno rje²enje x najboljim rje²enjem x′ iz njegove okoline (skupa N(x)).4 Me�utim,kako bi se izbjegli 
iklusi (primjeri
e, u jednoj se itera
iji zamijeni x s x′, a ve¢ u slje-de¢oj x′ s x) te se osiguralo da algoritam ne zaglavi u lokalnom optimumu, izgra�uje se4Za razliku od penjanja uzbrdo, algoritam ne¢e zavr²iti s radom ukoliko u susjedstvu od x nepostoji bolje rje²enje.



Poglavlje 2. Heuristi£ki algoritmi 8tzv. tabu-lista koja sadrºi neka rje²enja koja algoritam ne smije odabrati u sljede¢emkoraku. U tabu-listi se obi£no nalaze rje²enja koja je algoritam posjetio u zadnjih Litera
ija.Tabu-lista ne mora sadrºavati rje²enja, ve¢ je mogu £initi samo neki atributi po-jedinih rje²enja. Me�utim, tada se javlja sljede¢i problem: jedan atribut u tabu listimoºe uzrokovati da vi²e od jednog rje²enja bude �tabu�, tj. da se ne smije odabrati usljede¢em koraku napredovanja algoritma. Kako bi se dosko£ilo tom problemu, uvodise sljede¢i kriterij: ukoliko je susjedno rje²enje bolje od trenutno poznatog najboljegrje²enja, ono se dopu²ta bez obzira na to nalazi li se u tabu-listi.2.4. Genetski algoritamGenetski algoritam je heuristi£ki algoritam koji spada u klasu tzv. evolu
ijskih algori-tama, algoritama koji opona²aju mehanizme prirodne selek
ije kao ²to su reproduk
ija,muta
ija, rekombina
ija i selek
ija.Genetski algoritam moºemo nazvati ra£unalnom simula
ijom prirodnog odabira, ukojoj popula
ija (skup rje²enja) evoluira prema boljim rje²enjima. Svako poten
ijalnorje²enje optimiza
ijskog problema naziva se jedinkom, dok se pod terminom genompodrazumijeva ra£unalna reprezenta
ija tog rje²enja. Nad popula
ijom se kroz nizgenera
ija (koraka izvo�enja algoritma) vr²e genetske opera
ije.Algoritam obi£no zapo£inje popula
ijom slu£ajno generiranih rje²enja (jedinki). Natemelju dobrote jedinki (engl. �tness), odnosno kvalitete rje²enja, odabere se nekolikojedinki iz trenutne popula
ije te ih se modi�
ira (kriºanjem, te eventualno muta
ijom)kako bi se stvorila nova popula
ija. Ta se nova popula
ija koristi u sljede¢em korakualgoritma (genera
iji).Obi£no se genom zapisuje kao niz bitova (nula i jedini
a). Takav zapis omogu¢ujejednostavno vr²enje opera
ija kriºanja te muta
ije. Na sli
i 2.3 prikazan je postupakkriºanja s jednom to£kom prekida. Muta
ija se uglavnom svodi na izmjenu jednog bitau genomu.Genetski algoritam opisan je sljede¢im pseudokodom:GENETSKI ALGORITAM1 generiraj po£etnu popula
iju2 izra£unaj dobrotu (�tness) svih jedinki popula
ije3 sve dok je c < broj_itera
ija4 radi odaberi najbolje jedinke za reproduk
iju (selek
ija)5 stvori potomstvo opera
ijama rekombina
ije i muta
ije6 izra£unaj dobrotu potomstva7 zamijeni najlo²ije jedinke iz popula
ije potomstvom8 c← c + 1
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Slika 2.3. Kriºanje s jednom to£kom prekidaSelek
ijske metode koje se naj£e²¢e koriste su turnirska te elimina
ijska selek
ija,a vi²e o njima moºe se pro£itati u [3℄.



3. Problem naprtnja£eU nastavku teksta opisan je problem naprtnja£e, problem iz klase NP, te je prikazanna£in rje²avanja koriste¢i opisane heuristi£ke metode.3.1. Opis problemaProblem naprtnja£e moºe se, u kratkim 
rtama, de�nirati na sljede¢i na£in: za daniskup predmeta, gdje svaki predmet ima odre�enu teºinu i vrijedost, potrebno je oda-brati podskup predmeta tako da je teºina odabranih predmeta manja ili jednaka odre-�enom broju (kapa
itetu naprtnja£e), a ukupna vrijednost maksimalna.1Formalna de�ni
ija je sljede¢a: neka je W kapa
itet naprtnja£e, a S skup predmeta.Za svaki predmet x ∈ S de�niramo teºinu w(x) te vrijednost p(x). Traºimo podskup
P ⊆ S takav da ∑

x∈P

p(x)bude maksimalno, pod uvjetom da je
∑

x∈P

w(x) ≤WJedan od mogu¢ih na£ina rje²avanja problema naprtnja£e je enumera
ija svih rje-²enja, te odabir najboljeg. Kako je broj podskupova od S jednak 2N (s N je ozna£enbroj elemenata, tj. N = |S|), takav je algoritam sloºenosti O(2N).Ukoliko je kapa
itet naprtnja£e W relativno malen, problem se moºe rije²iti algorit-mom temeljenom na dinami£kom programiranju koji je vremenske sloºenosti O(NW ),a prostorne (memorijske) O(W ). Kon
ept dinami£kog programiranja prelazi opsegovog rada, pa ¢e taj algoritam biti opisan u kratkim 
rtama, bez dokazivanja to£nosti.De�nirajmo funk
iju f(w, n) kao optimalnu vrijednost koju moºemo dobiti po-punjavanjem naprtnja£e kapa
iteta w s prvih n predmeta. O£ito ¢e kona£no rje²enjeproblema naprtnja£e biti f(W, N).1Opisana je podvarijanta problema koja se naziva 0-1 knapsa
k problem. Postoje i druge varijante:u nekima je mogu¢e uzeti proizvoljni broj svakog predmeta, a u nekima je £ak mogu¢e uzeti samo dioodre�enog predmeta. U ovom radu obra�uje se samo 0-1 problem naprtnja£e.10



Poglavlje 3. Problem naprtnja£e 11Vrijedi sljede¢a rekurzivna rela
ija:
f(w, n) = max{ f(w, n− 1), f(w − w(n), n− 1) + p(n) }s time da je f(w, 0) = 0. U svakom koraku imamo dvije mogu¢nosti: uzeti n-ti pred-met, nakon £ega nam se kapa
itet smanjio za w(n), ili ostaviti taj predmet nakon £egaje kapa
itet i dalje w. Ovako modelirano rje²enje zadovoljava dvije osnovne karak-teristike dinami£kog programiranja: svojstvo optimalnosti te svojstvo preklapaju¢ihpotproblema (vi²e o toj temati
i u [1℄).Dobro implementiran, navedeni algoritam ima memorijsku sloºenost O(W ). Za ve-like kapa
itete to nije prihvatljivo, pa je potrebno posluºiti se heuristi£kim metodama.3.2. Implementa
ijeOzna£imo rje²enje vektorom x = (x1, x2, . . . , xn), gdje je xi ∈ {0, 1}, a n ozna£ava brojpredmeta. xi jednako je jedini
i ukoliko je u rje²enju sadrºan predmet s indeksom i.Lako se uo£ava da skup mogu¢ih rje²enja ima kardinalnost 2n. Dopustivo rje²enje jeono koje zadovoljava ograni£enje kapa
iteta, tj. vrijedi ∑n

i=1 wixi ≤ W .Susjednost rje²enja moºe se de�nirati na sljede¢i na£in: rje²enja x i x' su susjedna(x' ∈ N(x) te x ∈ N(x')) ukoliko postoji samo jedan j takav da je xj 6= x′

j . Dakle,gledaju¢i vektore rje²enja kao binarne brojeve, oni su susjedni ukoliko se razlikuju samou jednoj binarnoj znamen
i (Hammingova udaljenost jednaka je jedini
i). Zaklju£u-jemo da susjedno rje²enje dobivamo tako da trenutnom rje²enju dodamo novi predmet(pritom paze¢i da se ne prekora£i kapa
itet) ili da jedan predmet uklonimo.Penjanje uzbrdoKao ²to je opisano u odjeljku 2.1., algoritam penjanje uzbrdo u svakom ¢e korakuzamijeniti trenutno rje²enje najboljim rje²enjem iz njegovog susjedstva, ukoliko je torje²enje bolje od trenutnog. Primijenjeno na problem naprtnja£e, najbolje susjedno rje-²enje je ono koje se dobiva iz trenutnog dodavanjem najvrijednijeg predmeta takvogda se njegovim dodavanjem ne prekora£uje kapa
itet naprtnja£e. Ni u jednom ko-raku ne¢e do¢i do uklanjanja odre�enog predmeta, budu¢i da taj potez samo smanjuje�dobrotu� rje²enja.Promotrimo pona²anje algoritma penjanje uzbrdo na primjeru. Neka je kapa
itetnaprtnja£e jednak 4, a dostupni predmeti prikazani tabli
om 3.1. Ukoliko je po£etnorje²enje (0, 0, 0) (prazna naprtnja£a), algoritam ¢e u prvom koraku uzeti predmet vri-jednosti 5 i teºine 3, odnosno zamijeniti trenutno rje²enje najboljim iz njegove okoline,a to je rje²enje (1, 0, 0). Me�utim, daljnji kora
i nisu mogu¢i jer je najmanji od preos-talih predmeta teºine 2, a takav ne stane vi²e u naprtnja£u. Kaºemo da je algoritam



Poglavlje 3. Problem naprtnja£e 12Tabli
a 3.1. Ulazni poda
i za problem naprtnja£eTeºina Vrijednost1. 3 52. 2 33. 2 3prona²ao lokalno optimalno rje²enje. To rje²enje nije i globalno optimalno, budu¢i daje bolje rje²enje ono koje sadrºi predmete 2 i 3, £ija je ukupna vrijednost 6.Lako se uo£i kako, implementiran na ovaj na£in, algoritam penjanje uzbrdo nijenimalo bolji od pohlepnog algoritma � sortiranja predmeta po vrijednosti te uzima-nja prvih m predmeta koji stanu u naprtnja£u. Me�utim, algoritam penjanje uzbrdonaj£e²¢e kre¢e od nekog slu£ajnog dopustivog rje²enja, ²to mu omogu¢uje da prona�ei druge lokalne optimume, a mogu¢e i globalni optimum.2Potrebno je jo² napomenuti kako se £esto u implementa
ijama penjanja uzbrdokoristi i metoda ponovnog pokretanja (engl. restart). Naime, ve¢ nakon nekoliko ite-ra
ija moºe se uo£iti kako je algoritam do²ao do lokalnog optimuma, pa se trenutnorje²enje sprema, a algoritam zapo£inje iznova, s drugim slu£ajno generiranim po£etnimrje²enjem. Algoritam biljeºi i vra¢a najbolje prona�eno rje²enje.Simulirano kaljenjeJedna od mogu¢ih implementa
ija simuliranog kaljenja na problemu naprtnja£e u sva-kom ¢e koraku odabrati slu£ajno susjedno rje²enje kojim ¢e, ukoliko je bolje, za-mijeniti trenutno rje²enje. Ako je novo rje²enje lo²ije od trenutnog, postoji odre�enavjerojatnost (koja je funk
ija temperature i razlike dobrote tih rje²enja, kao ²to jeopisano u odjeljku 2.2.) da ¢e se ipak prije¢i u to rje²enje.Obja²njeno matemati£kim rje£nikom, u svakoj ¢e se itera
iji na sre¢u odabrati broj
j iz itervala [1, n], te ¢e se izvr²iti jedna od sljede¢e dvije radnje:
• ako je xj = 0 te se dodavanjem predmeta s indeksom j ne prekora£uje kapa
itetnaprtnja£e, postavlja se xj = 1 (novo rje²enje je bolje od prethodnog)
• ako je xj = 1, postavlja se xj = 0 (uklanja se predmet s indeksom j, odnosnoprelazi u lo²ije rje²enje) s vjerojatno²¢u3 e−pj/T .Vaºno je napomenuti kako rezultat dobiven simuliranim kaljenjem uvelike ovisi oparametrima T i koe�
ijentu α (s kojim temperatura linearno opada), kao i o broju2Primjeri
e, ukoliko bi po£etno rje²enje bilo (0, 1, 0), algoritam bi odmah u prvom koraku do²aodo rje²enja (0, 1, 1) ²to je i globalno optimalno rje²enje.3Jasno je da je razlika dobrote trenutnog i novog rje²enja jednaka upravo vrijednosti predmeta kojise uklanja.



Poglavlje 3. Problem naprtnja£e 13itera
ija. Primjeri
e, ako su vrijednosti predmeta mali prirodni brojevi, velika tempe-ratura uzrokovat ¢e da vjerojatnost prelaska u lo²ija rje²enja bude jako blizu jedini
i,neovisno o razli
i dobrote dvaju rje²enja, ²to je izrazito nepoºeljno.Op¢enito je slu£aj s heuristi£im algoritmima, zbog njihove prirode, da je potrebnopode²avati parametre ovisno o instan
i problema, kao i izvr²avati algoritam vi²e putajer su kod svakog pokretanja mogu¢i razli£iti rezultati.Tabu pretaºivanjeTraºe¢i najbolje rje²enje u susjedstvu trenutnog rje²enja prilikom rje²avanja problemanaprtnja£e tabu pretraºivanjem, pokazalo se ([2℄) da je bolje gledati omjere vrijed-nosti i teºine umjesto samih vrijednosti. Dakle, jedna od mogu¢ih implementa
ija jesljede¢a: tabu lista sadrºi indekse j ∈ [1, n], tako da predmet £iji je indeks na tabu listinije mogu¢e dodavati ili uklanjati iz trenutnog rje²enja. Algoritam u svakoj itera
ijiradi jedno od sljede¢eg:
• ako postoji barem jedan indeks j takav da je xj = 0, dodavanjem predmeta sindeskom j ne prekora£uje se kapa
itet naprtnja£e te j nije na tabu listi, odabirese onaj j za koji je omjer pj/wj maksimalan te se postavi xj = 1

• u protivnom, odabire se indeks j takav da je xj = 1, j nije na tabu listi, a pj/wjje minimalno, te se postavi xj = 0.
Slika 3.1. Prikaz rada tabu pretraºivanja.Slika 3.1 prikazuje trenutno rje²enje te izgled tabu liste u svakoj itera
iji algoritmatabu pretraºivanje na primjeru problemu naprtnja£e kapa
iteta 4, s predmetima na-vedenim u tabli
i 3.1. Po£etno, slu£ajno generirano rje²enje je (1, 0, 0), a tabu lista jeprazna. Kako nema predmeta koji bi se mogao dodati u naprtnja£u, odabire se pred-met s najmanjim pj/wj za uklanjanje. Jedini takav predmet je onaj s indeksom 1, pase on uklanja, a njegov se indeks dodaje u tabu listu. U sljede¢em koraku odabire sepredmet kojem je omjer pj/wj maksimalan te se taj predmet dodaje rje²enju. Najve¢iomjer ima predmet s indeksom 1, no, budu¢i da se nalazi u tabu listi, preska£e se te



Poglavlje 3. Problem naprtnja£e 14se rje²enju dodaje predmet 2. U zadnjem koraku dodaje se predmet 3, te se postiºe ioptimalno rje²enje s vrijedno²¢u 6.4Veli£ina tabu liste i broj itera
ija su, dakako, klju£ni parametri te se pode²avajuovisno o konkretnom problemu.Genetski algoritamZapis rje²enja vektorom (x1, x2, . . . , xn) idealan je za obradu genetskim algoritmom.U tabli
i u sljede¢em odjeljku prikazani su rezultati izvr²avanja genetskog algoritmaprema implementa
iji iz [4℄, koja koristi metodu kriºanja s jednom to£kom prekida(slika 2.3), te tzv. roulette wheel metodu selek
ije roditelja nad kojima ¢e se vr²itikriºanje i muta
ija.UsporedbaTabli
a 3.2 prikazuje prosje£an rezultat izvr²avanja (svaki od programa pokrenut jedeset puta) opisanih algoritama na nekoliko manjih instan
i problema. Usporedberadi, za svaku instan
u navedeno je i optimalno rje²enje. Algoritmi penjanje uzbrdo isimulirano kaljenje izvr²eni su u 10.000 itera
ija, a tabu pretraºivanje u 200 itera
ija.Parametri SA algoritma su T = 10000 i α = 0.99999, a duljina tabu liste je L =
10. Genetski algoritam izvr²en je u 200 genera
ija, veli£ina popula
ije bila je 20, avjerojatnost muta
ije 0.02.Tabli
a 3.2. Usporedbe rezultata pojedinih algoritamaW N optimalno HC SA TS GA4 3 6 5.7 6 6 6100 10 2677 1594.8 2677 2469.4 2546.2100 20 2748 1940.2 2748 2687.8 TODO1000 30 2562 1452.5 2541 2538.8 TODO1000 50 4533 2392.9 4293.4 4335.6 TODO

4Vaºno je jo² jednom naglasiti kako nije nuºno da ¢e dobiveno rje²enje biti globalno optimalno.Primjeri
e, da je algoritam zapo£eo s rje²enjem (0, 0, 0), najbolje rje²enje koje bi prona²ao bilo bi
(1, 0, 0), koje ima vrijednost 5.



4. Problem trgova£kog putnikaU uvodnom dijelu rada spomenut je problem trgova£kog putnika. U ovom poglav-lju taj je problem matemati£ki formuliran, te je prikazan na£in rje²avanja odre�enimheuristi£kim metodama.4.1. Opis problemaProblem trgova£kog putnika, de�niran rje£nikom teorije grafova, je sljede¢i: u potpu-nom grafu G = (V, E) prona¢i Hamiltonov 
iklus1 najkra¢e duljine.
Slika 4.1. Potpuni teºinski graf s 4 vrha i njegov Hamiltonov 
iklusKao ²to je navedeno u uvodnom dijelu, algoritam koji rje²ava problem trgova£kogputnika ispitivanjem svakog 
iklusa ima sloºenost O(2N), gdje je N broj vrhova grafa(N = |V |). Me�utim, postoji i bolje rje²enje koje nalazi najkra¢i Hamiltonov 
iklus.Promotrimo 
iklus v1 ; vk−1 → vk → vk+1 ; vn → v1, vi ∈ V (G). Uo£imo kakoje dovoljno promatrati samo najkra¢i put izme�u vrhova v1 i vk koji prolazi vrho-vima v2, . . . , vk−1 (ne nuºno tim redosljedom, dakako). Prin
ip po kojim optimalnorje²enje problema u sebi sadrºi optimalna rje²enja podproblema (manjih instan
i istogproblema) naziva se prin
ipom optimalnosti te je jedan od temelja dinami£kog pro-gramiranja. Primjenom dinami£kog programiranja dobiva se algoritam za rje²avanjeproblema trgova£kog putnika £ija je vremenska sloºenost O(N2· 2N). Takav je algori-tam puno bolji od is
rpne pretrage koja ima faktorijelnu sloºenost (N ! puno brºe raste1Ciklus koji prolazi svakim vrhom to£no jedamput.15



Poglavlje 4. Problem trgova£kog putnika 16od 2N), me�utim, prostorna sloºenost takvog algoritma je O(N · 2N), pa je primjenjivza brzo pronalaºenje Hamiltonovog 
iklusa u grafovima s najvi²e dvadesetak vrhova.Za pribliºno rje²avanje problema trgova£kog putnika u razumnom vremenu moguse upotrijebiti opisane heuristike. U nastavku je navedena jedna od mogu¢ih imple-menta
ija4.2. Implementa
ijeOzna£imo rje²enje vektorom v = (v1, v2, . . . , vn), vi ∈ V (G). Taj vektor predstavljaredosljed obilaska vrhova u grafu. Susjedno rje²enje v' moºe se de�nirati kao svakorje²enje koje se moºe dobiti iz v slu£ajnim odabirom dva vrha te zamjenom redosljedaobilaska ta dva vrha (slika 4.2).2 Dobrota rje²enja funk
ija je £iji je iznos duljina 
iklusapojedinog rje²enja, odnosno ∑n
i=2 w(vi−1, vi)+w(vn, v1), te se ona nastoji minimizirati.

Slika 4.2. Zamjena redosljeda obilaska dva vrhaDe�nirav²i susjedstvo, implementa
ija algoritama ne razlikuje se puno od imple-menta
ije na problemu naprtnja£e. Po£etno stanje se u mnogim implementa
ijama neodabire slu£ajno, ve¢ se pronalazi pohlepnim algoritmom (gradi se 
iklus brid po brid,biraju¢i uvijek kao sljede¢i brid onaj koji je dopustiv3, a najmanje je duljine).Za razliku od implementa
ije na problemu naprtnja£e gdje je sadrºavala po jedanbroj, tabu lista kod tabu sear
h algoritma primijenjenog na problem trgova£kog putnika2Susjedstvo se moºe de�nirati na vi²e razli£itih na£ina, te o dobrom odabiru ovisi uspje²nostalgoritma. Lo²e de�niranom rela
ijom susjedstva bit ¢e istraºen samo manji dio prostora rje²enja. U[5℄ navedeno je nekoliko na£ina modeliranja rela
ije susjedstva.3Nadovezuje se na prethodni vrh, te ne zatvara 
iklus prije nego pro�e svim vrhovima.



Poglavlje 4. Problem trgova£kog putnika 17sadrºi parove vrhova kojima je u jednoj od prethodnih itera
ija izmjenjen redosljedobilazenja ([6℄).Zapis rje²enja vektorom v pogodan je i za genetski algoritam. Me�utim, pote²ko¢ase javlja kod opera
ije kriºanja. Naime, ukoliko se izvr²i kriºanje s jednom to£komprekida, vrlo je vjerojatno da rje²enja-potom
i ne¢e sadrºavati Hamiltonov 
iklus. U[7℄ predlaºe se tzv. metoda pohlepnog kriºanja � odabere se prvi vrh u ruti jednog odroditelja te se uspore�uju njemu susjedni vrhovi u oba rje²enja-roditelja; odabire senajbliºi vrh te se njime nastavlja 
iklus.

Slika 4.3. Kriºanje s jednom to£kom prekida genoma vTabli
a 4.1 prikazuje prosje£an rezultat izvr²avanja algoritama penjanje uzbrdoi simulirano kaljenje na manjim instan
ama problema. Broj itera
ija je 1 000 000,
T = 1000, α = 0.99999.Tabli
a 4.1. Usporedbe rezultata pojedinih algoritamaN optimalno HC SA4 12 12 124 195 195 1956 179 179 1796 223 252 22310 172 228 174.220 207 305 239.4



5. Zaklju£akU prethodnim poglavljima opisana su dva problema £ije se optimalno rje²enje ne moºeprona¢i u razumnom vremenu. U stvarnosti postoji velik broj takvih problema. Osimnavedenih, neki od poznatijih su i problem N kralji
a (raspore�ivanje N kralji
a na ²a-hovsku plo£u dimenzija NxN tako da se me�usobno ne napadaju), problem faktoriza
ijevelikih 
ijelih brojeva, ispitivanje izomorfnosti grafova, te n-SAT (od engl. satis�ability)problem [1℄.U praksi je kod takvih problema £esto zadovoljavaju¢e i ono rje²enje koje je pribliºnojednako optimalnom. Primjeri
e, trgova£ki putnik ¢e se sigurno zadovoljiti rutomkoja je ne²to duºa od optimalne, umjesto da £eka stotine godina da se takva rutaprona�e. Heuristi£ki algoritmi su oni algoritmi koji ¢e £esto dati rje²enje koje je blizuoptimalnom, no ne moºe se garantirati da ¢e to uvijek biti slu£aj.Primjeri
e, problem trgova£kog putnika mogli bismo poku²ati rijesiti sljede¢im al-goritmom:TSP-RANDOM1 opt ←∞2 sve dok nije prekora£eno vremensko ograni£enje3 radi y ← slu£ajno generirano rje²enje4 ako je m(x) < opt5 onda opt ← m(x)Jasno je kako vjerojatnost da takav algoritam prona�e optimalno rje²enje opada sporastom broja mogu¢ih rje²enja. Heuristi£ki algoritmi opisani u ovom radu pametnijisu na£ini pretrage prostora problema. Penjanje uzbrdo kre¢e od na sre¢u odabranogrje²enja te ga pobolj²ava dok ne do�e do razine kad vi²e ne moºe unaprijediti rje²enje.Simulirano kaljenje je unaprije�enje penjanja uzbrdo koje u po£etku dopu²ta prela-ske u lo²ija rje²enja. Tabu pretraºivanje koriste¢i memorijsku strukturu onemogu¢avaponavljanje istih rje²enja, ili rje²enja s istim karakteristikama, ²to ima za posljedi
upretragu ve¢eg dijela prostora rje²enja, dok genetski algoritam u svakom koraku odr-ºava ve¢i broj rje²enja (popula
iju), te razli£itim opera
ijama nad njima postiºe boljarje²enja (preºivljavanje najboljih). 18



Poglavlje 5. Zaklju£ak 19Vaºno je naglasiti kako je klju£ni dio konstruk
ije algoritma de�ni
ija modela, od-nosno zapisa rje²enja. Kod problema naprtnja£e pokazalo se kako vrlo jednostavanzapis, u kojem se susjedna rje²enja razlikuju u jednoj binarnoj znamen
i, daje prili£nodobre rezultate. Tako�er, veliki utje
aj na rezultat heuristi£kih algoritama imaju iparametri, kao ²to su temperatura kod simuliranog kaljenja ili veli£ina popula
ije tevjerojatnost muta
ije kod genetskog algoritma. Parametre valja pode²avati ovisno oproblemu, odnosno instan
i problema.Heuristi£ki algoritmi primjenjivi su na velikom broju optimiza
ijskih problema te,uz dobru implementa
iju, mogu dati iznena�uju¢e dobre rezultate.



6. SaºetakU prvom dijelu rada opisana su £etiri heuristi£ka algoritma: penjanje uzbrdo, simu-lirano kaljenje, tabu pretraºivanje i genetski algoritam, te su prikazane neke njihovemane i prednosti. De�nirani su i klju£ni pojmovi kao ²t su optimiza
ijski problem,prostor rje²enja itd. U drugom dijelu opisana su dva NP problema: problem naprt-nja£e i problem trgova£kog putnika. Prikazani su algoritmi temeljeni na dinami£komprogrmiranju koji optimalno rje²avaju manje instan
e tih problema, a zatim je opisanprikaz rje²enja te nekoliko mogu¢ih na£ina rje²avanja tih problema primjenom opisanihheuristi£kih metoda. Zaklju£uje se kako su heuristi£ki algoritmi mo¢an alat te su, uzdobar zapis rje²enja, primjenjivi na velikom broju razli£itih optimiza
ijskih problema.

20
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