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1. Uvod

U racunalnoj animaciji se od njezinih zacetaka koriste modeli krutih tijela
(eng. rigid body). S vremenom se javila Zelja i potreba za sve realnijim
raCunalnim animacijama. Nazalost, stvaranje realisticnih animacija pomocu
modela krutih tijela nije prakticno i predstavlja pravi izazov jer se svodi na
premjestanje vrhova modela izmedu kojih nema nikakvih dinamickih procesa.
Razvojem raCunarske znanosti je doSlo do razvoja modela mekih tijela (eng.

soft body) koji su olakSali raCunalnu animaciju i u€inili ju realistiCnijom.

Meka tijela su raCunalni modeli nad kojima je omogucena simulacija
djelovanja sila i samim time deformiranje njihovih povrSina. Mogu se opisivati
svojstvima plastiCnosti i elastiCnosti, temperaturom, masom itd. Rezultati
dobiveni simulacijom ponasanja mekih tijela stvaraju dojam ponaSanja koje bi
to tijelo imalo u stvarnosti. Ona se primjenjuju uglavnom u racunalnoj

animaciji, industriji video igara i medicini.

Jedan podskup mekih tijela su elasti¢na tijela koja od svojstava mekih tijela
koriste elasti¢nost ali ne i plasticnost. U ovom radu fokus ¢e biti na simulaciji
elasti€no deformabilnih objekata. Elasticno deformabilni objekti su objekti koji
se uslijed deformacije uzrokovane djelovanjem vanjske sile, nakon prestanka
djelovanja te sile vracaju u svoj prvotni oblik. Imaju stalni volumen i opiru se
deformaciji. Neki primjeri iz stvarnog svijeta za elasticna tijela su gumena

lopta, opruga i elastin.



2. Fizikalne osnove

Da bi pomocu racunala modelirali elasticno tijelo i simulirali sile koje djeluju

na to tijelo, potrebno nam je odredeno znanije fizike i matematike.

Najprije se odredi fizikalni model koji ¢e odrediti kako ¢e se simulirati meki
objekt. Zatim se odaberu strukture podataka koje ¢e na zadovoljavajuci nacin
opisivati fizikalni model i oblik tijela nad kojim Ce se vrsiti simulacija. Sam
model mekog objekta nastaje povezivanjem strukture podataka koja opisuje
oblik tijela sa strukturom podataka koja opisuje fizikalni model. Nad njime se
zatim vrSe izraCuni jednadzbi koje vrijede za taj model. Time se simulira

ponaSanje mekog objekta.

2.1. Elasti¢nost

O tijelima s elasti¢nim svojstvima je potrebno znati Hookeov zakon koji govori
da je deformacija tijela proporcionalna primijenjenoj sili. Kada utjecaj sile
nestane tijelo se vra¢a u svoj prvobitni oblik. Zakon je otkrio engleski fiziCar

Robert Hooke 1676. godine. Hookeov zakon je opisan formulom:
F =—k*Ax

gdje je:

F - elasti¢na sila opruge

k - konstanta opruge

Ax - pomak u smjeru suprotnom od djelovanja elasti¢ne sile

Hookeov zakon se koristi samo za aproksimacije elasti¢nih pojava a ne i za

savrsen opis jer realne elasti¢ne pojave su mnogo slozZenije za opisati.



2.2. Gravitacija
Od sila koje djeluju na elasticno deformabilno tijelo najjednostavnija je
gravitacijska sila:
Fy=mxg
gdje je:
F, - sila gravitacije
m - masa Cestice

g - gravitacijska konstanta

2.3. Drugi Newtonov zakon

Ostale sile ovise o odabiru fizikalnog modela.
Utjecaj sila se racuna preko 2. Newtonovog zakona:

_ 977
fe=mi* 50

koji se na kraju numeriCki integrira. Ali prije toga se ta diferencijalna
jednadzba drugog reda svodi na diferencijalnu jednadzbu prvog reda radi

lakSe implementacije i primjene Eulerove metode integracije:
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Dobiva se:

2.4. Eulerova metoda integracije

Za potrebe izraCuna diferencijalnih jednadzbi koristit ¢e se Eulerova metoda
integracije. Metoda se koristi da bi se parcijalne diferencijalne jednadzbe
pretvorile u skup algebarskih jednadzbi koje se zatim rjeSavaju numericki.
Time se izbjegava integriranje koje je raCunski vrlo zahtjevno i mnogo
slozenije od numeri¢kog rjeSavanja algebarskih jednadzbi. Osim brzine,
nusprodukt metode je i manja preciznost pa se raCunanje poloZaja Cestica
kroz vrijeme svodi na aproksimacije. Cinjenica da aproksimira i zaokruZuje
rezultat joj je ujedno i glavni nedostatak zbog ¢ega moze doc¢i do pogreSaka
prilikom simulacije. Eulerova metoda je jednostavnija i brza od ostalih

numerickin metoda.

Da bi se simulirale deformacije elasticnih tijela, potrebne su vrijednosti

prostornih i vremenskih koordinata Cestica tijela.
Brzina Cestice se ra¢una kao:
v=a
Uny1 = Uy +ay * At

Akceleracija je poznata preko sila koje utje€u na Cesticu i preko mase same

Cestice.
Zatim se poloZaj Cestice racuna kao:
X=v

Xn+1 = Xn + Upyp * AL



Preko navedenih postupaka se saznaje novi polozaj svake Cestice pod

utjecajem sile.

At je vriieme proteklo izmedu dvije iteracije raCunanja djelovanja sila na

Cesticu.

To vrijeme moze biti vece ili manje a odabirom njezine vrijednosti izravno se

utjeCe na kriterije to¢nosti i stabilnosti.

Nestabilnost simulacije se javlja npr. kad je At prevelik pa se sile a samim
time i polozaji Cestica neprecizno izraCunaju. To se moze ispraviti na nacin
da se ograni¢i maksimalna sila koja moZe djelovati na Cesticu ili pak
maksimalna brzina koju Cestica mozZe imati. U ovome radu je kasnije kod
programske implementacije koristeno ograniCavanje maksimalnog tlaka koji

djeluje na pojedine dijelove modela.

Jos jedan nacin stabilizacije modela je uvodenje sila priguSenja koje

ispravljaju greSke Eulerove metode integracije.

Opisana metoda numeriCke integracije nije jedina. Postoje jo$ i Runge-
Kuttine metode i Verletova metoda. Navedene metode se razlikuju po

slozenosti, preciznosti, brzini, primjeni i drugim svojstvima.



3. Metode za izradu elasticno deformabilnih objekata

Postoji viSe metoda za izradu elasti¢no deformabilnih objekata a najpoznatije
su metoda konacnih elemenata i sustav masa i opruga. Sustav masa i
opruga je jednostavnija i brza metoda ali daje slabije rezultate dok je metoda
konacnih elemenata komplicirana i spora ali daje jako dobre rezultate
simulacije. Uz opis navedene dvije metode, opisat ¢e se i programski
implementirati modificirana inaCica sustava masa i opruga - tlaéni model u

simulaciji mekih tijela.

Od ostalih metoda za simulaciju mekih tijela valja jo§ spomenuti metodu
konaénih volumena, metodu konacénih razlika, metodu konacnih granica i
metode koje pamte originalni oblik tijela te nastoje nakon svake deformacije

vratiti oblik tijela u poCetno stanje.

3.1. Metoda konacnih elemenata

Konac¢ni elementi su konacni broj podskupova dobiveni diskretizacijom
kontinuirane povrsine tijela kojeg se zeli deformirati. Diskretizacijom povrSine
se zapravo dobije mreza C¢vorova, a to su toCke u kojima su elementi
medusobno povezani. Na mrezu se zatim primjenjuju parcijalne diferencijalne

jednadzbe koje djeluju na kona€ne elemente preko ¢vorova.

Konacni produkt izrade diskretiziranog modela je globalni sustav jednadzbi
koje kao nepoznanice imaju vrijednosti ¢vorova konacCnih elemenata. Taj
globalni sustav jednadzbi se moZe zapisati u jednu veliku matricu $to
pogoduje primjeni u podru¢ju raCunalne grafike jer se operacije nad

matricama mogu paralelizirati i time ubrzati izvodenje simulacije na raCunalu.

Slika 1. Apstrakcija konaénih elemenata
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M - tocka povrsine objekta




3.2. Sustav masaiopruga

Sustav masa i opruga je najjednostavniji i najintuitivniji od svih modela izrade
deformabilnih objekata. Lako se implementira i racunski je vrlo efikasan. Kao
Sto ime govori, objekti su opisani Cesticama koje su s okolnim Cesticama
povezane oprugama. Svaka Cestica ima masu, polozZaj u koordinatnoj mrezi,
svoju brzinu i akceleraciju. Na svaku Cesticu djeluje gravitacijska sila i sile
opruga kojima je povezana. Cestice zajedno s oprugama ¢&ine unutra$nii
volumen tijela. Model mekog objekta u ovom slu€aju ovisi o C&vrstoéi i
stabilnosti sustava Cestica i opruga, $to pak ovisi o razmjestaju i razluCivosti

mreze Cestica i opruga.

Sustav masa i opruga se iz temelja opisuje diskretnim modelom. Time se u
zacCetku razlikuje od metode konacnih elemenata kod koje se na objekt gleda

kao na beskonacni skup toCaka koji se zatim diskretizira.

Sila opruge koja djeluje nad Cesticom se odreduje pomocu svojstava opruga
koje su spojene s Cesticom i polozajem susjednih Cestica. Opruge se obi¢no
modeliraju tako da su linearno elasti¢ne, a sila opruge koja djeluje na dvije

Cestice izrazava se kao:

—

X,

F= ks » (|%5] - 1) *
X,
gdje je:
|x,,| - razlika izmedu vektora poloZaja Eestica i i j

l;; - duljina opruge u poloZaju mirovanja

k - konstanta opruge



Slika 2. Apstrakcija ¢estica spojenih oprugama

3.3. Tla¢ni model u simulaciji mekih tijela

Za izradu elastino deformabilnih objekata za ovaj rad je Kkoristena
modificirana inaCica sustava masa i opruga. Ona se razlikuje od standardnog
modela po tome Sto je u izraCun sila dodana pritisna sila idelanog plina Ciji
utjecaj se koristi na nacin kao da ispunjava volumen tijela kojeg se elasti¢no
deformira. Taj pristup daje pritisnu silu koja se dodatno uvazava kod izrauna
utjecala sila na Cestice objekta. Glavna prednost modela je Sto je sustav
masa i opruga pojednostavljen do te mjere da su potrebni samo vrhovi i

bridovi koji Cine povrsinu objekta a ne i njegovu unutrasnjost.

Cijeli model opisuju dvije glavne jednadzbe koje se koriste uz postojeci
model sustava masa i opruga. Za sustav masa i opruga se zna da se
pomocu 2. Newtonovog zakona raCunaju sile koje djeluju na objekt. Osim
gravitacijske sile i sila opruga, potrebno je jo$ izraCunati pritisnu silu. Tlak je
sila koja djeluje na neku povrSinu i u smjeru vektora normale te povrSine. U

2D slucaju je to sila koja djeluje na brid u smjeru vektora normale brida.



Pritisna sila se ra¢una kao:

gzﬁ*A
gdje je:
A - povrSina
P - tlak
Tlak se racuna kao:
P=Px«n

gdje je:
P - vrijednost tlaka
71 - vektor normale na povrSinu na koju tlak djeluje

Treba izraCunati vrijednost tlaka u tijelu. Implementacija se bazira na
zakonima termodinamike. Tocnije, na termodinamickim svojstvima idealnog

plina. Jednadzba stanja klasi¢nog termodinamickog idealnog plina glasi:
PxV=n*xRx*T

gdje je:

P - tlak

V - volumen tijela

n - broj Cestica

R - plinska konstanta

T - temperatura plina

Iz te jednadzbe slijedi da se tlak idealnog plina u tijelu raCuna kao:

_n*R*T
v



Za jednostavniju implementaciju uzima se da je T konstanta. Iz toga slijedi da
pri simulaciji treba izraCunati jo§ samo volumen, tj. u 2D slu¢aju povrsinu

elasticnog tijela.

Povrsina tijela se raCuna preko Gaussovog teorema.

broj opruga 1
V= Z E*le—xz * N, * dl
i
gdje je:

V - volumen tijela

|x; — x,| - apsolutna vrijednost udaljenosti x-komponenata Cestica zajednicke

opruge
n, - vektor normale x komponente

dl - duljina opruge

Kada se znaju sve vrijednosti, svakoj Cestici se akumuliraju utjecaji sila na

nju i pomakne se prema izracunima Eulerove metode integracije.
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4. Programska implementacija

Simulacija tlatnim modelom je za ovaj rad implementirana pomocu
programskog jezika C++ i grafickog programskog sucelja OpenGL. Koristeni
algoritam vrijedi i za sustav masa i opruga, s razlikom da ovdje koriSteni ima

dodanu 3. silu - pritisnu silu.

ALGORITAM:

1) Za sve vrhove:
1. lzraCunaj i akumuliraj utjecaj gravitacijske sile i sile opruge
2) lzraCunaj volumen tijela
3) Za sve bridove:
1. IzraCunaj pritisnu silu na brid
2. lzraCunaj vrijednost tlaka
3. Pomnozi s normalom brida
4. Akumuliraj utjecaj pritisne sile na vrh
4) Integriraj jednadzbu kretanja
5) Pomakni vrhove

4.1. Strukture podataka iizvorni kod

Osnovu simulacije €ini model sastavljen od Cestica i opruga. U nastavku su
opisane klase koje opisuju model. Cestice mase i opruge su objekti koji se

spremaju u klase vektora iz biblioteke <vector>.

class Point2d

{

public:
double x, y;
double vx, vy;
double fx, fy;

1

11



Svaka Cestica pamti svoju poziciju u koordinatnoj mrezi scene te brzinu i

ukupnu silu koja djeluje na nju u smjeru x i y osi.

class Spring

{

public:
int i, j;
float length;
float nx, ny;

1

Opruga sprema indekse Cestica koje povezuje. Indeksi i i j pokazuju na
Cestice preko vektorskog polja points. Opruga takoder pamti svoju pocetnu
duljinu i vektor smjera normale. PocCetna duljina se koristi pri izracunu sile

opruge.

Sama animacija se izvodi na nacCin da OpenGL funkcija glutTimerFunc
iterativno poziva funkcije koje djeluju nad Cesticama i oprugama. Najprije se
izraCuna utjecaj svih sila na model a zatim se dijelovi modela pomicu prema
izraCunima Eulerove metode integracije. U nastavku su opisani izvorni kodovi

za izraCun sila i za Eulerovu integraciju.

const double FINAL_PRESSURE = 100.00;
float Pressure = 0.0;

computeForces();
eulerIntegrate();

if(Pressure < FINAL_PRESSURE)
{

}

Pressure += FINAL_PRESSURE / 100.0f;

IsjeCak koda uvjeta (Pressure < FINAL_PRESSURE) povecava tlak unutar
tijela koji moze pasti kao posljedica deformacija. Time se osigura nastojanje

tijela da se vrati u pocetni oblik.

12



Sljededi isjeCak koda raCuna gravitacijsku silu i silu kojom korisnik djeluje
klikom miSa. Sila koja se stvara miSem djeluje u vektoru smjera od lokacije

pokazivaCa miSa do najblizeg vrha modela.

const double MASS = 1.0;
const double GY = 10.0;
for(i = 0; i < points.size(); i++)
{
points[i].fx = 0.0;
points[i].fy = MASS * GY * (Pressure - FINAL_PRESSURE >= 0);
if(i == closestPointIndex)
{
if(mouseDown)
{
x1 = points[i].x;
yl = points[i].y;
X2 = mouseX;
y2 = mouseyY;
ri2d = sgrt((x1 - x2) * (x1 - x2) +
(y1 - y2) * (y1 - y2));
f = rl2d +
(points[i].vx * (x1 - x2) +
points[i].y * (y1 - y2)) / ril2d;
Fx = ((x1 - x2) / rl2d) * f;
Fy = ((y1 - y2) / ri2d) * f;
points[i].fx -= Fx;
points[i].fy -= Fy;
}
}
}

Konstante MASS i GY su odabrane proizvoljno. Uvjet (Pressure -
FINAL_PRESSURE >= 0) osigurava da sila gravitacije ne djeluje na Cestice

na koje tlak djeluje jace od zadane gornje granice tlaka.

13



Utjecaj sile opruge se racuna po ranije opisanim formulama. Na kraju se za

svaku oprugu, koja je ujedno i brid, izraCunaju normale koja se kasnije koriste

za izraCun volumena tijela i za izraCun pritisne sile unutarnjeg tlaka tijela.

const double KS = 1600.0;
const double KD = 40.0;
for(i = @; i < springs.size(); i++)
{
x1 = points[springs[i].i].x;
x2 = points[springs[i].j].x;
yl = points[springs[i].i].y;
y2 = points[springs[i].j].y;
r12d = sqrt((x1 - x2) * (x1 - x2) + (y1 - y2) * (y1 - y2));
if(ri2d != @)
{
vx12 = points[springs[i].i].vx - points[springs[i].j].vx;
vyl2 = points[springs[i].i].vy - points[springs[i].j].vy;
f = (rl2d - springs[i].length) * KS +
(vx12 * (x1 - x2) + vyl2 * (y1 - y2)) * KD / ril2d;
Fx = ((x1 - x2) / rl2d) * f;
Fy = ((y1 - y2) / ri2d) * f;
points[springs[i].i].fx -= Fx;
points[springs[i].i].fy -= Fy;
points[springs[i].j].fx += Fx;
points[springs[i].j].fy += Fy;
}
springs[i].ny = -(x1 - x2) / ril2d;
springs[i].nx = (yl - y2) / rl2d;
}

Konstante KS i KD su odabrane proizvoljno.

14



Dio koda zaduZen za izraCun pritisne sile najprije izraCuna volumen tijela

pomocu kojeg se za svaku Cesticu racuna najprije tlak a potom i sila kojom

taj tlak djeluje na Cesticu.

{

}

{

float Pressure = 0.0;

for(i = 0; i < points.size(); i++)

x1 = points[springs[i].i].x;
x2 = points[springs[i].j].x;
yl = points[springs[i].i].y;
y2 = points[springs[i].j].y;

r12d = sqrt((x1 - x2) * (x1 - x2) + (y1 - y2) * (y1 - y2));

volume += 0.5 * fabs(x1l - x2) * fabs(springs[i].nx) * (rl2d);

for(i = @; i < points.size(); i++)

x1 = points[springs[i].i].x;
x2 = points[springs[i].j].x;
yl = points[springs[i].i].y;
y2 = points[springs[i].j].y;

r12d = sqrt((x1 - x2) * (x1 - x2) + (y1 - y2) * (yl - y2));
pressurev = rl2d * Pressure * (1.0f / volume) * 1000;

points[springs[i].i].fx += springs[i].nx * pressurev;
points[springs[i].i].fy += springs[i].ny * pressurev;
points[springs[i].j].fx += springs[i].nx * pressurev;
points[springs[i].j].fy += springs[i].ny * pressurev;

15



Eulerov integrator rauna pomak Cestica prema ranije opisanim algoritmima i

formulama.

const double DT = 90.001;
const double MASS = 1.0;
void eulerIntegrate()
{
int i;
float dry, drx;
for(i = @; i < points.size(); i++)
{
points[i].vx += (points[i].fx / MASS) * DT;
drx = points[i].vx * DT;
points[i].x += drx;
points[i].vy += (points[i].fy) * DT;
dry = points[i].vy * DT;
points[i].y += dry;
}
}

Vrijednost DT je odabrana proizvoljno.

16



4.2. Primjer simulacije

Sljedece slike prikazuju deformaciju elasti¢nog tijela kroz vrijeme. Najprije
gravitacijska sila povuce tijelo do dna od kojeg se tijelo zatim odbije. Nakon
toga se djeluje na tijelo silama proizvedenim miSem od kojih se tijelo
znacajno deformira. Posljednja slika prikazuje oblik tijela $to se nakon nekog

vremena vratilo u pocCetni oblik.

Lol 5l
e BEE
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Slika 3. Simulacija deformacije elasti¢nog tijela temeljena na tlaénom modelu

Model ima 36 vrhova.

Ostale konstante imaju sljedece vrijednosti:
FINAL_PRESSURE = 100.00
KS =1600.0
KD =40.0

BALL_RADIUS =100
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4.3. Utjecaj razlicitih parametara na ostvarene rezultate

Glavni pokazatelj brzine simulacije u realnom vremenu je broj prikazanih
sliCica u sekundi (eng. FPS - frames per second). Cilj svake aplikacije koja
generira racunalne animacije u realnom vremenu je odrzavati taj broj ¢im

vecim. Kao donja granica fluidnosti animacije se uzima 25-30 FPS-a.

Simulacija je nekoliko puta pokrenuta s razliCitim parametrima modela i
algoritma. PodeSavanjem parametara ustanovljeno je da samo broj vrhova
modela ima znacajan utjecaj na njezine performanse. Ostali parametri poput
konstante opruge, konacnog tlaka i mase Cestica ili nemaju ili imaju

zanemariv utjecaj na broj prikaza sli¢ica u sekundi.

FPS ovisno o broju vrhova modela

45

35 \\

30 \\
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20 \\ o—FPS
; AN
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Slika 4. Utjecaj broja vrhova modela na FPS

Iz dobivenih rezultata se vidi da je simulacija izrazito neoptimizirana.
Cetrdesetak slicica po sekundi za samo 8 vrhova su neprihvatljiive
performanse. 1z grafa je vidljivo da ve¢ sa 64 vrhova u sceni simulacija

pocinje ,trzati“.
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Kada bi se na temelju izvornog koda napravio graficki pokretac€ (eng. engine)
i pomocu njega neka video igra, igra bi veC sa pedesetak vrhova u sceni bila

neigriva. Bez dvojbe slijedi zaklju€ak da ima mjesta poboljSanjima.

Testna konfiguracija je bila:

CPU: AMD Turion 64 X2 Mobile TL-58, Tyler 65nm Technology

2,

AM: 2,00 GB Dual-Channel DDR2 @ 315MHz (5-5-5-15)

®

PU: 256MB ATI Mobility Radeon HD 2400 XT

Za mjerenje prikaza sli€ica u sekundi korisStena je besplatna verzija programa

Fraps.
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5. Zakljucak

Kroz rad je uc€injen kratki presjek kroz podrucje racunalne grafike i animacije
koje se bavi simulacijom mekih tijela. Rad iznova ukazuje na korisnost i

primjenu dostignuca sa podrucja matematike i fizike.

Tlacni model u simulaciji mekih tijela se istice kao pokazatelj inovacija i
napretka u polju raCunalne grafike i animacije. Takoder, njegovom

simulacijom se daje do znanja vaznost optimizacije programskih rieSenja.

Iz svega se zakljuCuje da je raCunalna grafika neprestano u razvoju i da
buduc¢nost nosi naCine za stvaranje jo$ realistiCnije i impresivnije virtualne

stvarnosti.
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Sazetak

POSTUPCI IZRADE ELASTICNO DEFORMABILNIH OBJEKATA

Ovaj rad ukratko opisuje neke od postupaka izrade elasti¢no deformabilnih
objekata. Konkretno, to su metoda konacnih elemenata i sustav masa i
opruga. Njihovom usporedbom pojaSnjava njihove prednosti i nedostatke.
Predstavljena je i modificirana inaCica sustava masa i opruga - tla¢ni model u

simulaciji mekih tijela.

Rad objasnjava potrebne fizikalne osnove za ostvarenje modela sposobnih
za simulaciju mekih tijela potpuno elasti¢nih svojstava. Takoder navodi neke
matematiCke alate potrebne za izraCunavanje jednadzbi koje se koriste u

svrhu simulacije.

Od opisanih metoda programski je implementirana metoda temeljena na
tlaénom modelu. Koristen je programski jezik C++ i graficko programsko
suCelie OpenGL. Sam algoritam je objasnjen uz pomo¢ izvornog koda

programa.

Model je odsimuliran i njegove performanse su analizirane.

Klju€ne rijec¢i: meko tijelo, elasticno deformabilni objekti, tlacni model, C++,
OpenGL
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Abstract

ELASTICALLY DEFORMABLE BODY MODELING METHODS

This paper briefly describes some of the procedures for creating elastically
deformable objects. Specifically, the finite element method and the mass-
spring system. Their advantages and disadvantages are explained by their
comparison. A modified version of the mass-spring system is presented - the

pressure model for soft body simulation.

The paper explains the necessary knowledge of physics needed for the
construction of models capable of simulating elastic soft body mechanics. It
also specifies some mathematical tools needed to calculate the equations

used for simulation.

The pressure model was chosen to be implemented in C++ and OpenGL.
The algorithm itself is explained with the help of source code.

The model was simulated and its performance analyzed.

Keywords: soft body, elastically deformable body, pressure model, C++,
OpenGL
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