SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET ELEKTROTEHNIKE | RACUNARSTVA

ZAVRSNI RAD br. 4858

Fizikalno temeljena simulacija

sudaranja kugli

David Emanuel Luksi¢

Zagreb, lipanj 2017.



Umyjesto ove stranice umetnite izvornik Vaseg rada.

Da bi ste uklonili ovu stranicu obrisite naredbu \izvornik.



Ovim putem pohvalio bih organizaciju Fakulteta elektrotehnike
i racunarstva u Zagrebu. Zahvaljujem se svim profesorima i asistentima, jer su
bili profesionalni, spremni pomoci i zainteresirani za svoje studente. Posebno
se zahvaljujem svojim roditeljima za financijsku podrsku tijekom studija i svojoj

mentorici Zeljki Mihajlovié za upute i pomo¢ pri pisanju ovog rada.



SADRZAJ

Popis slika v

1. Uvod 1

2. Odabir matematickog modela 3
2.1. Kontinuirani model . . . . . . . .. .. ... ... ... ...
2.2. Tterativnimodel . . . . . . . . .. ..o o

3. Fizikalni model kugle 5

3.1. Fizikalni parametri . . . . . . .. ... oL )

3.2. Jednadzbe za jednu kuglu . . . .. ..o 0oL )

3.3. Racun osnovnihsila . . . . .. ... .. ... ... .. L. 6

3.3.1. Sila gravitacije . . . . ... ..o 6

3.3.2. Sila trenja s povrS§inom stola . . . . . ... ..o 6

4. Model sudara 8

4.1. Hertzov model kontakta . . . . .. .. ... ... ... ... .. 8

4.2. Normalna komponenta . . . . . .. ... .. .. ... ... .. .. 9

4.3. Trenje . . . . . . 9

4.4. NekisudaraCi . . . . . . . . .. .. 10

441, Ravnina . . . . .. . ... o 10

4.4.2. Omedena ravnina . . . . . . . . . . ... ... ... . ... 10

4.4.3. Staticna kugla . . . . ... o0 10

4.44. Kapsula . . .. .. .. 11

5. Implementacija 12

5.1. Koristeni alati . . . . . . ... ... 12

5.2. C++ implementacija . . . . . . .. ... oo 12

5.2.1. Biblioteka Odeint . . . . . . . . ... ... ... ...... 12

iv



5.2.2. Podatkovna struktura kugle . . . . .. ... ... 13

5.2.3. Klaseaktora . . . . .. .. ... ... ... ... ..., 14

5.2.4. Simulacija . . . ... 14

5.3. Unity dodatak i C# omota¢ . . . . .. . . ... ... ... .... 16

6. Rezultati 18
6.1. Svojstva . . . . .. 18
6.1.1. Stabilnost . . . . . ... ... ... 18

6.1.2. Slozenost . . . . . . ... 18

6.2. Simulacije . . . .. ... 19

7. Zakljucak 24
Literatura 25
A. Klasa Native 26
B. Funkcija skoka fricstep 28

POPIS SLIKA

1.1.
1.2.

4.1.

6.1.
6.2.
6.3.
6.4.
6.5.
6.6.

B.1.

Motivacijski primjer . . . . . . . . ... 2
Rjesenje motivacijskog primjera u simulaciji . . . . .. ... ... 2
Primjer deformacije kugli pri sudaru . . . . . ... .. ... ... 9

Osnovni primjer kretanja kugle. Klizanje (spin unazad), kotrljanje. 19

Primjer skoka kugle. . . . . ... ... 0000000 20
Primjer odbitka kugle od ruba stola. . . . . . ... .. ... ... 20
Razbijanje savrseno simetri¢no postavljenog trokuta. . . . . . .. 21
Razbijanje realisticno postavljenog trokuta (uz slucajni razmak). . 22

Newtonovo njihalo. Gore simulacija, dolje isjecak YouTube videa
https://www.youtube.com/watch?v=BiLq5Gnpo8Q . . . . . . . . 23

Funkcija zagladivanja, fricstep . . . . . . . . ... ... ... .. 28



1. Uvod

Biljar je jedan od popularnijih Zanrova u industriji video igara. Neke od tih
igara koriste vrlo jednostavne (nerealisticne) modele i fokusirane su na "igrivost"
i grafiku (npr. "Pool Nation FX") 2012.). Druge pak su vise koncentrirane na
tocnost fizikalnog modela, imaju i vertikalnu slobodu, skokove (npr. 'Carom
3D", 1999.). U ovom radu razmotrit ¢emo kako implementirati opéeniti simulator
kugli, a zatim ga upotrijebiti kako bismo simulirali igru biljara.

Glavna ideja je da nas matematicki model pruza dovoljno parametara kako bi-
smo mogli simulirati neke specificne situacije iz igre biljara, a da pri tom izgledaju
realisticno. Dakle, cilj nije pronaci to¢ne vrijednosti tih parametara nego omo-
guciti modeliranje takvih situacija, a da se pri tome one poklapaju sa stvarnoséu
ukoliko uzmemo povoljne parametre.

Na slici 1.1, kao motivacijski primjer, pokazat ¢emo koliko je vazna matema-
ticka podloga simulatora koji koristimo. Kugle K; i Ky "priljubljene" su uz rub
stola i medusobno. Kugla K3 kreée se prema kugli K, pod kutem od 45°. Sto ée
se dogoditi?

To zapravo i nije sasvim jasno. Naivnim zakljuc¢ivanjem, dosli bismo do za-
kljucka da ¢e K7 krenuti niz rub stola, K5 odbiti pod pravim kutem od stola, dok
¢e K3 krenuti negdje nazad, nekom brzinom, to ne mozemo biti sigurni. Naravno
pri ovakvim situacijama potrebno je poznavati fizikalne materijale od kojih se po-
jedini dijelovi simulacije sastoje. Jedna od bitnih informacija jest da je tvrdoca
kugle (tvrda plastika) daleko veé¢a nego tvrdoca ruba stola (guma). Zatim, iako
se ¢ini zanemarivo, trenje izmedu kugli postoji te iznosi 0.03 — 0.08. Znajuéi to
dolazimo do neobi¢nog rjesenja (slika 1.2): K ¢e se blago odbiti od ruba stola
zbog vertikalne brzine dobivene trenjem s K. K5 ¢ée se odbiti od K3 i saviti ("uéi
u'") rub stola. Zatim ¢e se vratiti, te opet sudariti s K3 koja se odbije u smjeru
otprilike odakle je dosla (ne istom smjeru, zbog blagog pomaka K5 tijekom od-
bitka od ruba stolal), a K, nastavi u smjeru prema naprijed pod nekim kutem

manjim od 90°. Cak ni sami sudari kugli nisu trenutni dogadaji, nego imaju svoje



trajanje, Sto pak donosi jos naizgled neocekivanih ponasanja.
Simulatorom koji je prezentiran u ovom radu, moé¢i ¢emo simulirati ovu i
mnoge druge zanimljive situacije. Uz to oc¢ekujemo simulaciju u stvarnom vre-

menu i determinizam u odnosu na odabir veli¢ine koraka.

K Ko K Ko

Slika 1.1: Motivacijski primjer

Slika 1.2: Rjesenje motivacijskog primjera u simulaciji



2. Odabir matematickog modela

2.1. Kontinuirani model

Simulirati kretanje kugli kontinuiranim funkcijama ¢ini se vrlo primamljivo. U
3. poglavlju pokazat ¢emo kako se kretanje kugli u mnogo sluc¢ajeva moze pri-
kazati obi¢nim paraboli¢nim krivuljama: padanje, klizanje, usporavanje. Svi ovi
primjeri sadrze konstantne sile, a rezultantna kretanja su parabole. 1z tog raz-
loga, ¢ini se jednostavno simulaciju podijeliti u niz "dogadaja', odnosno sudara,
prilikom kojih se brzine kugli promijene pa se izracunaju novi sudari i tako dalje.
Medutim, ovaj pristup zahtijeva koristenje grubih aproksimacija sudara, koje za-
nemaruju vrlo kompleksne procese pa time gubimo realisticnost. Ovakvi sustavi
su korisni ako smo ogranic¢eni ra¢unalnim resursima (npr. mobilni uredaji), ili

nam je potrebno simulirati mnogo situacija za potrebe strojnog ucenja.

2.2. Iterativni model

[terativni modeli baziraju se na rjeSavanju obicnih diferencijalnih jednadzbi (ODJ).
Najjednostavniji nac¢in njihovog rjesavanja jest Fulerova metoda, koja se cesto ko-
risti u video igrama. U slucaju kretanja ¢vrstog tijela Fulerova metoda glasi:

Pn+1 = Pn + Undt
o (2.1)

Upa1 = Up + Gpdt
Gdje nam p,, oznacava trenutnu poziciju tijela, v, trenutnu brzinu, a a,, trenutnu
izracunatu akceleraciju. Sustav simuliramo u diskretnim koracima n = 0,1, 2, ...
s vremenskim razmakom dt. Eulerova metoda unosi vrlo veliku pogresku, koja
je linearna s korakom dt (obicno je dt < 1). Razvijene su mnoge druge metode
(Midpoint method, Runge-Kutta 4 (RK/), Adams-Bashforth-Moulton), koje uz
malo viSe racunanja imaju polinomnu (dt?, dt3...) ovisnost pogreske o koraku.

Nova, vrlo popularna i robusna metoda Bulirsch-Stoer pogodna je za simuliranje



sustava s velikim "skokovima" u rjesenju iz razloga sto koristi prilagodljivi korak
simulacije: na mjestima gdje se rjesenje ne mijenja brzo, radi velike korake, a na
mjestima gdje se dogadaju skokovi provede vise manjih koraka.

Za potrebe ovog rada koristio sam C++ biblioteku Odeint[1] koja sadrzi im-
plementacije navedenih i drugih metoda integracije. Svaka metoda zahtijeva de-
finiciju sustava danu s ODJ u sljede¢em obliku:

dx

— = f(t,x 2.2
gdje nam & oznacava niz varijabli koje sudjeluju u sustavu. U sluc¢aju sustava
simulacije kugli, taj niz predstavlja niz kugli od kojih se svaka sastoji od trodi-

menzionalnih vektora polozaja p, vektora brzine v i vektora kutne brzine J:

P12, P1yy P1yy Uiz Viyy Vizy  Wig, Wiy Wig,s

YOre p2y7 b2, V25 V2yy V2zy, W2y, Woy, Waz,

8I
I

(2.3)
P3zs p3ya D3,

U slucaju kretanja ¢vrstog tijela, recimo jedne kugle bez rotacije, s gravitacijom
g, pisali bismo:

T = {p1z7p1y>p1zy U1m7U1y7U1z}

dplz t, )= V1, dt (24)




3. Fizikalni model kugle

3.1. Fizikalni parametri

Stanje svake kugle u nekom trenutku opisano je sljede¢im varijablama: polozaj u
prostoru p, linearna brzina ¢ i kutna brzina . Kutna brzina je vektor ¢iji smjer
oznacava os rotacije, a iznos brzinu okretanja (rad/s).

Osim tih parametara, kugla ima stati¢ne parametre: masu m i radijus R.

3.2. Jednadzbe za jednu kuglu

Kretanje kugle kroz vrijeme opisujemo obi¢nom diferencijalnom jednadzbom dru-
gog reda. Kako Odeint integrator radi samo s diferencijalnim jednadzbama prvog
reda, moramo sve jednadzbe napisati pomocu supstitucije na sljedeéi nacin:
dp = vdt
dv = d(t, x) dt (3.1)
ds = a(t, ) dt
gdje su akceleracija d(t, ) i kutna akceleracija d(t, ) funkcije vremena ¢ i stanja
sustava € u tom trenutku. Ove funkcije racunat ¢emo tako da zbrojimo sve sile

koje djeluju na kuglu. Pretpostavimo da na kuglu djeluje n sila F’l, F’g, - F_,; na

relativnim pozicijama od kugle 71,73, ..., 7:

a= ;F’Z/m
e, . (3.2)
o = Z (Ti X Fl> m

.
—_

Mozete primjetiti da kroz ove jednadzbe ne pratimo "kutni polozaj"'. To je
zato Sto tocan kutni polozaj nije bitan za simulaciju (kugla je simetri¢na oko svog
sredista). Prikaz kutnog polozaja, odnosno rotaciju kugle, aproksimirat é¢emo iz

vrijednosti kutne brzine koju vraca simulator.



3.3. Racun osnovnih sila

Na svaku kuglu u nekom trenutku djeluju sljedece sile:
— Sila gravitacije
— Sila trenja s povr§inom stola (klizanje, kotrljanje)
— Sile sudara
U nekim slucajevima jednostavnije je izraziti promjenu akceleracije Ad i promjenu

kutne akceleracije Ad koju odredena sila uvodi, jer ne ovisi o masi odnosno

radijusu.

3.3.1. Sila gravitacije

Sila gravitacije je konstantna i stvara akceleraciju koja je konstantna i ne ovisi o
masi:

Nay = (0,—g,0) (3.3)

gdje je g gravitacijska konstanta.

3.3.2. Sila trenja s povrsinom stola

Trenje s povrsinom stola je malo kompliciranija sila utoliko sto ovisi o iznosu i
smjeru klizanja tocke dodira kugle i stola. Brzinu klizanja dodirne tocke racunamo
ovako:

U=7U+ Ry x (3.4)

Klizanje krec¢e kada je |u@| > 0. Sile trenja djeluju u dodirnoj tocki. Neka je u
jedini¢ni vektor u smjeru @, a |F,| iznos kontaktne sile sa stolom (viSe o tome u
4. poglavlju):
e = (3.5)
B = —p|F|a
gdje je u konstanta trenja klizanja. Moze se pokazati da |4| ne mijenja smjer
tijekom klizanja, Sto znaci da se kugla krece po paraboli [4].
Ukoliko je |@| = 0, kugla se kotrlja bez klizanja i javlja se trenje kotrljanja
zbog deformacije tkanine koja je na stolu. Zbog ove konstantne sile kugla se

polako zaustavlja, opet po paraboli:

Aoy = — i |Fy | 0 (3.6)



gdje je py konstanta trenja kotrljanja, |ux| << |u|. Kugla usporava na nacin da
odrzava stanje kotrljanja, stoga kutna deceleracija mora odgovarati linearnoj za

zadani radijus: .
Aa;ot = Eﬁa;ot X g (37)

Kako nas model uzima samo jednu tocku kontakta, ne postoji sila koja ce
zaustaviti spin kugle oko y osi. Zbog toga uvodimo jos jednu silu, koja djeluje u

smjeru y osi, suprotno od spina kugle:

Doy = —pgsgn(ew,)| 7| (3.8)

gdje je sgn(z) = Tl sgn(0) = 0.

|z



4. Model sudara

4.1. Hertzov model kontakta

lako kugle simuliramo krutim tijelima, niSta u prirodi nije savrseno kruto, pa
tako ni plastika od koje su napravljene biljarske kugle. Kada se dva tijela sudare
odnosno dodirnu, na mjestu dodira javlja se deformacija. Ovisno o sili kojom se
pritis¢u, ta deformacija moze biti veca ili manja i opire se sili koja ju je uzrokovala.
Slika 4.1 pokazuje tu deformaciju za dvije kugle.

Hertzov model kontakta klasi¢no se opisuje kao sila koja ovisi o konstanti £*,

zakrivljenosti ploha koje se sudaraju R, i dubini prodiranja 9.

F = 4E*RY2§/2 (4.1)

Zamijenimo li konstantne izraze sa C, (nazovimo to parametar krutosti):
F = C,6%? (4.2)

Zanemarili smo R, zakrivljenost ploha koje se sudaraju. Inace se zakrivlje-
nosti moraju uzeti u obzir, no kako su zakrivljenosti kugli i sudaraca uglavnom
konstantne, mozemo ih i modelirati kroz sam C§. Jednadzba 4.2 modelira savr-
seno elastican sudar pomocu nelinearne opruge. Primijetimo da ova jednadzba

predstavlja diferencijalnu jednadzbu (z < 0 predstavlja sudar):

ma’ = —Cyx’/? (4.3)

Uzimamo opéenitiji oblik ove jednadzbe:

ma” = —Cya™ — Oy’ (4.4)

U ovom obliku, z je iznos prodiranja u smjeru normale, a 2’ je brzina u smjeru
normale. Koeficijent Cy predstavlja krutost "opruge' (engl. stiffness). Koefici-

jent Cy je prigusivanje (engl. damping), odnosno gubitak energije. Koeficijent m

8
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Slika 4.1: Primjer deformacije kugli pri sudaru

odreduje nelinearnost opruge. Njega ¢emo fiksno kodirati (engl. hard coded) za

konkretne tipove sudaraca. U sluc¢aju kugli, ruba i povrsine stola m = 3/2.

4.2. Normalna komponenta
Konac¢no, za normalnu komponentu sile reakcije pisemo:
Fy = A(C0™ — Cy(i- 7)) (4.5)

gdje je N normala povrsine sudaraca u dodirnoj tocki.

4.3. Trenje

Nakon sto smo izracunali normalnu komponentu sile reakcije F,, mozemo defini-
rati pravilo za silu trenja. Ovdje ¢emo koristiti obi¢cnu Coulombovu silu trenja.

Racunamo brzinu klizanja dodirne tocke:
U=vU+Rn X (4.6)
Sila trenja djeluje u suprotnom smjeru od w, iznosa u|F:L\ u dodirnoj tocki:

T = — RN



4.4. Neki sudaraci

Prema jednadzbama 4.5 i 4.7, sila reakcije ¢e, izmedu ostaloga, ovisiti o normali
n i dubini prodiranja 9, koje su pak funkcije polozaja kugle p. To znaci da ¢e
razli¢iti sudaraci imati razlicite funkcije §(p) i 2(p). Ostalo ée biti jednako za sve
sudarace, samo s drugim parametrima (Cj, Cy, p, m).

U nastavku ¢emo modelirati te funkcije za neke osnovne oblike.

4.4.1. Ravnina

Ravninu definiramo vektorom polozaja 7 i vektorom normale . Vektor nor-
male pokazuje u poluprostor iznad sudaraca. Ocigledno 7 ne ovisi o p, odnosno

n(p) = m, a funkciju prodiranja kugle definiramo:

&p:ﬁ—F

. (4.8)
dp)=R—ALp-n

gdje je R radijus kugle.

4.4.2. Omedena ravnina

Prethodno definirana funkcija podijelit ¢e ¢itav prostor na dva dijela. Ograniciti
ravninu mozemo tako da umjesto normale 72, definiramo dva vektora (u, v) koji

¢e odrediti paralelogram nad kojim djeluje ravnina. Definiramo funkcije:

0<Ap-7< |0

0, inace

4.4.3. Staticna kugla

Kuglu definiramo vektorom polozaja 7°i radijusom R,. Funkcije normale i dubine
prodiranja definiramo ovako:

—

|Ap) (4.10)
5(p) = (R+ R,) — | Ap|




4.4.4. Kapsula

Kapsulu definiramo kao prostor koji prebrise kugla radijusa R. dok se kre¢e od
polozaja 71 do 73. Za ovaj neobican oblik, vrlo lako mozemo definirati funkcije
normale i dubine. Kapsula se zapravo sastoji od dvije kugle i valjka izmedu njih.
Treba izracunati vektor udaljenosti prema kugli 1, kugli 2 i valjku, te zatim uzeti

jedan od tih vektora, ovisno gdje se kugla nalazi u odnosu na kapsulu:

dvzlj, inace
5
np) ==
0]



5. Implementacija

5.1. Koristeni alati

Za razvoj programske podrske ovog projekta koristio sam sljedece alate:

Odeint. [1] C++ biblioteka za numericko rjesavanje obi¢nih diferencijalnih jed-
nadzbi. Razvijen je na genericki nacin koristeé¢i "Template Metaprograming"

¢ime se postize visoka fleksibilnost uz brzo izvodenje.

GLM "OpenGL Mathematics"[3] je C++ biblioteka za graficke programe. Iz ove
biblioteke koristimo klasu trodimenzionalnog vektora glm: : tvec3 i funkcije

vezane za vektorski racun.

Visual Studio (2017). Microsoftov IDE za pisanje izvornih kodova za razne
programske jezike. Izmedu ostalog, podrzava razvoj C++ biblioteka i C#

programa.

Unity3D. Viseplatformski pogon igre koji je razvio Unity Technologies. U ovom

radu koristimo ga za prikaz rezultata u virtualnom okruzenju.

5.2. C+H+4 implementacija

5.2.1. Biblioteka Odeint

Odeint[1] je moéna biblioteka za integriranje obi¢nih diferencijalnih jednadzbi
(engl. Ordinary differential equation, ODE). Pogledajmo jednostavan primjer gdje
¢emo ukratko pokazati kako se koristi. Prvo treba definirati tip podataka s kojim
integrator radi. U ovom primjeru uzeli smo std: :vector<double>. Zatim treba
definirati funkciju sustava i funkciju koja obavjestava o rezultatima izvrsenih

koraka.

12
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typedef std::vector<double> state_type;
void harm_osc(const state_type &x,
state_type &dxdt,
const double t)

{
dxdt[e] = x[11;
dxdt[1] = -x[0] - x[1];
}
void result(const state_type &x, double t)
{
std::cout << t << ":" << x[0] << "," << x[1] << "\n';
}

Funkcija sustava (harm_osc) prima trenutno stanje x, vrijeme t i izlazni para-
metar dxdt u kojeg zapisujemo rezultat, odnosno derivaciju stanja. Zatim, kako
bismo simulirali zadani sustav, potrebno je zapisati pocetno stanje i pozvati funk-

ciju integrate:

state_type x(2); // stanje je vektor s dva elementa
x[@] = 1.0; // pocni s x=1.0, p=0.0

x[1] = 0.0;

integrate(harm_osc, x, 0.0, 10.0, 0.1, result);

Funkcija result ispisivat ¢e odradene korake na standardni izlaz. Kao zadani in-
tegrator, funkcija integrate koristi runge_kutta54_cash_karp koracar (engl. step-

per) s prilagodljivim korakom i kontrolom pogreske.

5.2.2. Podatkovna struktura kugle

Za opisivanje kugle koristimo strukture BallState, DBallState, BalllInfo i
klasu Ball.

BallState sluzi pracenju stanja kugle. Sastoji se od tri trodimenzionalna
vektora: p, v, w. Ova struktura kad se ukalupi (engl. cast) u niz double-
ova, sadrzi njih 9. Dakle, nas niz kojim reprezentiramo Odeint stanje bit ée
tipa std: : vector<double> duljine length djeljive s 9 (prva kugla prvih 9, druga
kugla drugih 9, itd.). Taj niz ¢emo ukalupiti u BallState[length/9] prilikom
racunanja funkcije sustava. Na taj nac¢in nam je kod uredniji i mozemo koristiti
vektore (glm: :dvec3) za racun.

DBallState sluzi pojednostavljivanju zapisivanja derivacije stanja kugle. Ta-
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koder se sastoji od 3 trodimenzionalna vektora: dp, dv, dw. Na slican nacin
mozemo Odeint stanje std: :vector<double> pretvoriti u DBallState[].
BallInfo sluzi slanju podataka iz C#-a C+-+-u (vise o tome u poglavlju 5.3).
Sadrzi staticne parametre kugle: radijus r, masu m.
Ball predstavlja jednu kuglu u simulaciji. Sadrzi funkciju AddRelativeForce,
koja dodaje silu f na relativnoj poziciji p u derivaciju stanja db. Kontstruktor
klase Ball prima mi r te na temelju njih spremi vrijednostim=iI~! = 5/(2mR?)

kako ih ne bi morali ponovno racunati svaki put.

5.2.3. Klase aktora

Scena u nasem simulatoru, osim kuglama, definirana je aktorima. Apstraktna
klasa Actor predstavlja jedan takav aktor. Definira metodu Resolve koja prima
kuglu b, stanje kugle bs i izlazni parametar, derivaciju stanja kugle db. U toj me-
todi aktor na temelju stanja kugle racuna rezultantnu silu i zbroji je u derivaciju
stanja kugle.

Apstraktna klasa StaticCollider je jedna vrsta aktora i predstavlja staticnu
vrstu sudaraca (engl. Collider). Takvi sudaraci opisani su pomocu tri parametra:
C_Rest, C_Fric i C_Stif. Redom, to su koeficijenti: Cy, p i Cs. Konkretni
razredi trebaju implementirati metodu Calculate koja vra¢a dubinu prodiranja
i normalu tocke sudara (spremljeno u CollisionResult).

Imamo tri primjera konkretnih stati¢nih sudaraca: PlaneCollider,
BoundedPlaneCollider i CapsuleCollider.

Kao primjer aktora koji nije sudarac¢, imamo RodActor. Ovaj aktor predstavlja

stap koji drzi udaljenost kugle od neke pozicije u prostoru.

5.2.4. Simulacija

Klasa Simulation zaduzZena je za definiranje same funkcije sustava i koracanje
kroz simulaciju. Sadrzi definiciju scene: parametri, kugle i aktori.

Ovdje su nam najzanimljivije funkcija sustava operator() i funkcija Step():

void Simulation::operator()(const state_type &x, state_type &dxdt,
const value_type t) const {
// ukalupljivanje vektora stanja u niz kugli
BallStatex bs = (BallStatex)&x[0];
DBallStatex dbs = (DBallState*)&dxdt[0];
// za svaku kuglu. ..
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for (int 1 = @; i < b_count; i++) {
if (!balls[i].active) continue;
// prepisi trenutnu brzinu u dp
// dodaj gravitaciju u dv
StepBall(bs[i], dbs[il);
// dodaj silu koja modelira stol
AddTableForce(balls[i], bs[il], dbs[il);
// za svaki aktor, obradi potencijalnu akciju
// (npr. sudar sa sudaracem)
for (Actor* a : actors) {
a->Resolve(balls[i], bs[i], dbs[il]);
}
}
// za svaki par kugli...
for (int i = @; i < balls.size(); it++) {
for (int j =1 + 1; j < balls.size(); j++) {
if (balls[i].active || balls[i].active) {
BallBallCollision(balls[i], balls[j],
bs[il, bs[jl,
dbs[i], dbs[jl);
}
1}
}
int Simulation::Step(value_type dt)
{
int steps_limit = 500, steps = 0;
t += dt;
while ((stepper.current_time() < t)) {
stepper.do_step(xthis);
if (++steps >= steps_limit) {
// sprijeci beskonacnu petlju!
state = stepper.current_state();
goto overflowed;
}
}
stepper.calc_state(t, state);
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overflowed:
// kopiraj stanje u izlazni buffer za Unity
for (int 1 = @; i < b_count; i++) {
for (int j = @; j < bsoffset; j+t+) {
((value_typex)&(b_states[i]))[j] = state[ixbsoffset + j];
1}
return steps;
}

Ukratko ¢emo jos objasniti i Sto radi step funkcija. Glavni dio obavlja se
pozivom funkcije stepper.do_step(*this). Ta funkcija kaze stepperu koji je
tipa Bulirsch-Stoer da napravi sljedeé¢i korak, koliko god on bio velik, uz funkciju
sustava (*this) () (odnosno Simulation::operator()). Dok god stepper ne pre-
sko¢i zZeljeno vrijeme, ponavljaj do_step(). Konacno, stepper.calc_state(t,

state) u state zapise interpolirani korak u vremenu t.

5.3. Unity dodatak i C# omotac

Unity3D koristi C# za definiranje ponasanja komponenti (moze se koristiti i
Javascript). Kako bismo povezali C# i nasu C++ biblioteku, koristimo postupak
koji se zove Marshalling. Ukratko, potrebno je uvesti eksportirane metode iz
C++ biblioteke u C#, a pri pozivima prevoditi C++ strukture u C# strukture
i obratno.

Pogledajmo kra¢i primjer. Prvo deklariramo eksportirane metode u C++
biblioteci:
#define SHARED_API __declspec(dllexport)
extern "C" {

SHARED_API Simulation* CreateSimulation(BallInfox b_info,

BallStatex bs, size_t b_count, SimParams simparams);
SHARED_API void DeleteSimulation(Simulation* s);
SHARED_API int StepSimulation(Simulation* s, value_type dt);

Zatim na C# strani imamo sljede¢i postupak uvodenja C++ metode:

delegate IntPtr _CreateSimulation([In] BallInfo[] ballinfo,
[In, Out] BallState[] balls, int b_count, SimParams ps);
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delegate void _DeleteSimulation(IntPtr sim);

delegate int _StepSimulation(IntPtr sim, double dt);

// pozvati negdje u inicijalizaciji

IntPtr _lptr = Native.lLoadLibrary(_dllpath);

static IntPtr CreateSimulation(BallInfo[] ballinfo,
BallState[] balls, SimParams ps) {
return Native.Invoke<IntPtr, _CreateSimulation>(_lptr,

ballinfo, balls, balls.Length, ps);

static void DeleteSimulation(IntPtr sim) {

Native.Invoke<_DeleteSimulation>(_lptr, sim);

static int StepSimulation(IntPtr sim, double dt) {
return Native.Invoke<int, _StepSimulation>(_lptr,
sim, dt);
}

Za implementaciju klase Native pogledati dodatak A.
Na ovaj nacin, razvijen je Unity dodatak (engl. plugin) koji sadrzi C# omotace
C++ struktura i klasa. Korisnik treba samo uvesti ovaj dodatak i ima sve Sto

mu je potrebno za razvoj.



6. Rezultati

6.1. Svojstva

6.1.1. Stabilnost

Kako se ostvareni simulator oslanja na numericku integraciju, nailazimo na pro-
blem nestabilnosti zbog skokovitih funkcija. Numericke integracije se ne pona-
saju stabilno pri skokovitim funkcijama kao $to je trenje (Cesto mijenja pred-
znak). Iz tog razloga, skokove u predznaku treba modelirati "glatkim" funk-
cijama. Jedna takva glatka funkcija skoka, koju koristimo u simulatoru, je
Simulation::fricstep (dodatak B). Uvodenjem ove funkcije skoka, unosimo

malo odstupanje od teoretskog modela, ali zato dobivamo stabilnu integraciju.

6.1.2. Slozenost

Vrlo je tesko odrediti asimptotsku slozenost adaptivnih integratora. Razlog tome
je adaptivno podesavanje koraka u ovisnosti o procijenjenoj pogresci. Ono sto
svakako mozemo reci je da prilikom interakcija, gdje sudjeluju sile velikih iznosa
(sudari), integrator ¢ée trositi vise koraka kako bi ih opisao. Okvirni broj za
sudar dviju kugli je 20 do 60 koraka, ovisno o brzini kugli. Ovaj broj raste
na 100 i vise koraka ukoliko u sudaru sudjeluje vise kugli (slucaj trokuta kugli),
odaberemo li manju toleranciju pogreske itd. S druge strane, situacije konstantnih
sila (kotrljanje, padanje, klizanje, dodirivanje) ne uzrokuju smanjenje koraka i
izracunavaju se definiranim korakom.

Mjesto na kojem mi mozemo utjecati na brzinu jest funkcija sustava, koja
se poziva u svakom od tih koraka. Kako bi provjerili sve sudare medu n kugli,
potrebno je raditi n? provjera. Dodatno, neka postoji m sudaraca (odnosno
aktora). To ¢e zahtijevati mn provjera. Dakle, imamo a priori sloZzenost O(n? +
mn). Ova slozenost mogla bi se znatno smanjiti, npr. uporabom oktalnog stabla,

medutim opis tog postupka prelazi okvire rada.
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Za mnase potrebe dovoljno je da se simulacija moze odradivati u stvarnom
vremenu, $to je veéinom slucaj (testirano na procesoru Intel i5-5200U, 2.7GHz).
Ponekad se dogodi da simulacija treba nesto vise vremena, no to se u buduénosti

moze rijesiti visedretvenim programiranjem, takoder izvan okvira rada.

6.2. Simulacije

U ovom poglavlju, simulirat ¢emo neke od zanimljivih situacija ostvarenim simu-
latorom. Rub stola je aproksimiran kapsulama na visini 3/5 promjera kugle.
Prvi primjer (Slika 6.1) je udarac prema naprijed uz spin unazad (uz malo
bocnog spina). Lopta je prvo u stanju klizanja dok se krece prema naprijed po
paraboli, zatim prelazi u stanje kotrljanja, gdje usporava po paraboli do zaustav-

ljanja.

kotrljanje

Slika 6.1: Osnovni primjer kretanja kugle. Klizanje (spin unazad), kotrljanje.

Na slici 6.2 vidimo mogu¢nost skoka kugle. Zanimljivo je vidjeti da nakon
neke brzine kugla vise ne odskace. To je zbog koeficijenta prigusenja Cy (vise u
poglavlju 4). U kontinuiranim modelima to se modelira provjerom iznosa brzine,
no u iterativnom modelu simulacija sama proizvede takvo ponasanje.

Klasi¢an problem odbitka kugle od ruba stola vidimo na slici 6.3. Bitno je

uociti dva uéinka:



Slika 6.2: Primjer skoka kugle.

1. Kugla ¢e kratko kliziti nakon odbitka, zbog spina kojeg dobije kotrljajuci

se prema rubu stola.

2. Moguce je da se kugla inicijalno odbije pod malo ve¢im kutem nego upad-
nim, sto je vrlo zanimljivo primjetiti, s obzirom da kugla "izgubi" koli¢inu
gibanja okomito na zid, budué¢i da sudar nije savrseno elastican. To je
zato Sto sila trenja s rubom stola uzrokuje prevodenje linearnog momenta
u kutni, pa kugla gubi linearni moment u smjeru ruba vise nego okomito

na rub.

Slika 6.3: Primjer odbitka kugle od ruba stola.



Sljedeci primjer je odgovor na pitanje. Kako izgleda savrseno centralno raz-

bijanje savrseno simetricno postavljenog trokuta kugli na biljarskom stolu? Evo

odgovora (slika 6.4):

Slika 6.4: Razbijanje savrseno simetri¢no postavljenog trokuta.



Simulator moze simulirati i "realisticno" razbijanje gdje su kugle postavljene
na nac¢in da svaka kugla mozZe biti sluéajno postavljena u krugu radijusa 102R
(R je radijus jedne kugle) u odnosu na savrsenu poziciju. Bijela kugla takoder
nije postavljena da udari savrseno centralno. Na ovom primjeru jasno vidimo

osjetljivost i kompleksnost samog sustava. Bas iz ovog razloga svi simulatori

biljara mogu biti samo grube aproksimacije (teskoce pri definiranju zakona sudara

2]).

Slika 6.5: Razbijanje realisticno postavljenog trokuta (uz sluc¢ajni razmak).



Zadnji primjer (slika 6.6) nije vezan za biljar. Radi se o Newtonovom njihalu:
n kuglica poredanih jedna iza druge koje vise na koncima zanemarive mase i
konac¢ne duljine. Konac u ovom slucaju simuliramo aktorom Rod koji drzi razmak
izmedu kugle i neke tocke u prostoru. Ako jednu kuglu odmaknemo i pustimo
je da se sudari, oc¢ekujemo da ¢e jedna kugla s druge strane odletiti, a ostale
ostati stajati. Medutim to nije potpuno istina. Stvarne kugle ¢e se odbiti kako
je prikazano na slici. Zadnja kugla odleti najdalje, predzadnja blago za njom, a

ostale nazad (prva kugla malo vise):

Slika 6.6: Newtonovo njihalo. Gore simulacija, dolje isjecak YouTube videa

https://www.youtube.com/watch?v=BiLq5Gnpo8Q



7. Zakljucak

U ovom radu usporedili smo dva nacina simulacije kugli: kontinuirani i numericki.
Nakon toga smo detaljnije proucili kako modelirati diferencijalnu jednadzbu za
numericko rjesavanje. Pokazali smo kako modelirati opceniti sudar i neke osnovne
sudarace. Zatim smo nacinili C++ biblioteku, koju smo pomoéu marshallinga
uveli u C#, za koriStenje kao dodatak Unityu. Konacno, pokazali smo neke
zanimljive primjere koje je moguée simulirati u ostvarenom simulatoru.

Numericka integracija popularan je alat, kako u video igrama tako i u oz-
biljnijim primjenama. Posebice ako je potrebno modelirati kompleksne sustave s
mnostvom materijalnih to¢aka i njihovih interakcija. Cesto je daleko jednostav-
nije definirati sile nego komplicirana pravila interakcije, pa ovakvi sustavi bolje
opisuju stvarnost.

Uz malo optimizacije i dorade programske potpore, ovaj simulator mogao bi
se koristiti za razne svrhe. Izmedu ostalog i kao odlican pogon neke igre biljara,
stolnog tenisa (bilo bi potrebno dodati Magnusov ucinak kao aktora), bocanja
(modelirati neravan teren) i sl. "Obi¢nom" igracu biljara mozda je dovoljan kon-
tinuirani pristup, no profesionalcima ¢e i najmanji nedostatak realisti¢nosti za-
smetati. Osim toga, ako imamo realistican model, ljudima ¢e biti zanimljivije

igrati, jer ¢e biti potrebno mnogo vise vjezbe kako bi savladali tehniku igranja.
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Dodatak A
Klasa Native

/*

* Native dll invocation helper by Francis R. Griffiths-Keam
* www.runningdimensions.com/blog

*/

using System;
using System.Runtime.InteropServices;

using UnityEngine;

public static class Native
{
public static T Invoke<T, T2>(IntPtr library, params object[] pars)
{
string name = typeof (T2).Name.TrimStart('_"');
IntPtr funcPtr = GetProcAddress(library, name);
if (funcPtr == IntPtr.Zero)

{
Debug.LogWarning(”"Could not gain reference to method address.
" + name);
return default(T);
}

var func = Marshal.GetDelegateForFunctionPointer(funcPtr,
typeof (T2));

return (T)func.DynamicInvoke(pars);
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public static void Invoke<T>(IntPtr library, params object[] pars)
{

string name = typeof (T).Name.TrimStart('_"');

IntPtr funcPtr = GetProcAddress(library, name);

if (funcPtr == IntPtr.Zero)

{

Debug.LogWarning(”"Could not gain reference to method address.

+ name);

return;

var func = Marshal.GetDelegateForFunctionPointer(funcPtr,

typeof(T));
func.DynamicInvoke(pars);

[D11lImport(”kernel32", SetLastError = true)]
[return: MarshalAs(UnmanagedType.Bool)]
public static extern bool FreelLibrary(IntPtr hModule);

[DllImport("kernel32", SetLastError = true, CharSet = CharSet.Unicode)]
public static extern IntPtr LoadlLibrary(string lpFileName);

[D1lImport("kernel32")]
public static extern IntPtr GetProcAddress(IntPtr hModule, string

procedureName) ;
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Dodatak B
Funkcija skoka fricstep

Funkcija fricstep koristi se za zagladivanje skokova pri promjeni predznaka sile
trenja. U nju obi¢no ubacimo skalar brzine pomnozenu s nekim velikim brojem,

tako da su granice skoka puno blize nuli. Graf same funkcije vidimo na slici B.1.

double fricstep(double fric) {
fric = clamp(fric, -1, 1);
fric x= 0.5;
fric += 0.5;

return fric * fric * (3 - 2 x fric) * 2 - 1;

y=fricstep(x)

1.00 4

0.75 1

0.50 7

0.25 1

> 0.004

—0.25 A

—0.50

—0.75 A

—1.00

-1.5 -1.0 —-0.5 0.0 0.5 1.0 1.5

Slika B.1: Funkcija zagladivanja, fricstep
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Fizikalno temeljena simulacija sudaranja kugli

Sazetak

Ovaj rad predstavlja fizikalno temeljenu simulaciju kretanja kugli, njihovog
medusobnog sudaranja i sudaranja kugli sa staticnim predmetima. Glavni cilj
je definirati opceniti matematicki model, a zatim ga upotrijebiti za kreiranje
sofisticiranog simulatora igre biljara. Ostvareni simulator uspjesno opisuje razne

zanimljive ucinke koji se javljaju tijekom igre.

Kljucne rijeci: biljar, numericka integracija, fizika, kugla, ODJ

Physically Based Ball Collision

Abstract

This report presents a physics based method for simulating motion of sphe-
rical rigid bodies, their collisions and collisions with a variety of static colliders.
The main idea is to define a general mathematical model and use it to create
a sophisticated billiard game simulator. The realized simulator is successful at

expressing many obscure effects that arise in a game of pool.

Keywords: billiards, pool, numerical integration, sphere, physics, ODE



