6. Linearna interpolacija, krivulje

6.1. LINEARNA INTERPOLACIJA

» parametarska jednadzba pravca kroz dvije toCke
V=V, +(V1 _Vo) t=(1—’[)V0 +tV, =1, (t)vo + fl(t)\/l

lerp (t, vO, v1) {
return vO + t*(v1-v0);

V - " " .
1 =1 V, =3 : /[ ili return (1-t)*vO + t*v1,;
v f(t) f,(t) tezinske funkcije
y f,(t)+ f,(t)=1 = baricentri &éne koordinate
t=0 —
=2V, t=4 V, za zadane udaljenosti d,i(1-d,)

odrediti tezinske funkcije m;

X X y Y1 teziste  mgdy= m,(1-d,)
Xo f —  my=(1-dy), m;=d,
X t https://phet.colorado.edu/sims/html/balancing-
Xo Ty (1) 1 F1(1)

yo act/latest/balancing-act_en.html

1-d

0 1 t 0 1t my o—2 & m,
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https://phet.colorado.edu/sims/html/balancing-act/latest/balancing-act_en.html
https://phet.colorado.edu/sims/html/balancing-act/latest/balancing-act_en.html

LINEARNA INTERPOLACIJA
» parametarska jednadZba pravca kroz dvije tocke

Vi V, * po odsjeCcima linearna interpolacija
Vo \% :Z fi (t)Vi
t=0
Ve \Z f.(t) tezinske funkcie

2.1 (t)=1

f(t)
1 ) f, fs f, « obrnuti problem od postupka uzorkovanja
- 1z niza uzoraka zelimo dobiti
kontinuirani signal
- konvolucija
1 2 3 t
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BILINEARNA INTERPOLACIJA

» parametarska jednadZzba kroz Cetiri tocke

V() = (1-u)V,, +uV,,) V(U v)=V, o 0-v)+V,,v

VO,l Vl, 1
V(u,v)=(1-u)V,,+uV,,) @-v)
v / +(@-uV,, +uVv,, v
Voo V(u,v)
u=0,v=0 T~ V(u,v)= 1-ull-Vv)V,, +u(l-V)V, , +L—-uNV,, +uw,,
V(Uu,0) = (L-ulV,o+uV,,) Vig

‘ «
‘ - ' ‘ :
‘ najblizi susjed bilinearna interpolacija

https.//webgpu.github.io/webgpu-samples/samples/rotatingCube
Primjena npr. interpolacija boje htt:/micro.magnet fsu.edu/primer/java/digitalimaging/processing/panscrollzoom/index.html

r'
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https://webgpu.github.io/webgpu-samples/samples/rotatingCube
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BILINEARNA INTERPOLACIJA

— bilinearna interpolacija nije linearna
(nije ravnina) ali je baricentri¢na

http://multivis.net/lecture/bilinear.html

V(u,v)= L-u)ll-v)V,, +u(l-v)V,,
+(L—Uu NV, +UWW,,

— trilinearna interpolacija
prosirenje bilinearne

@ o9
o
o o0
. o
Q- o
¢ O 1,
y
@ o0
fy 1-f,

http://cs.wellesley.edu/~cs307/threejs/demos/Color/colorcube.html
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http://multivis.net/lecture/bilinear.html
http://cs.wellesley.edu/~cs307/threejs/demos/Color/colorcube.html

BARICENTRICNE KOORDINATE

— tocka P ima normalizirane baricentricne koordinate P(t, t,, t;) - Baricentar,
t: G =Py PppiPas U+ G+ 15=1 (ako su u t; mase u A, P; je centar masa)

A,=(1,0,0) - toCka je unutar trokuta ako su 0 <t;, t,, t; <1

- ako je neki t=0 tocka P pada na brid

- odredivanje baricentri¢nih koordinata

Al t,, t3) kroz to¢ke A; 1 P povucemo pravac — t;, t,
http://www.martin-kraus.org/LiveGraphics3D/examples/parametrized/cagd/chap3fig5.html
A,=(0,1,0) A;=(0, 0, 1) P
=

A,=(1,0,0) Al
t, = PPAz

A A Ay

A A Ay

A,=(0, 1, 0) & Q b P=t,A+L,A +1;A
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http://www.martin-kraus.org/LiveGraphics3D/examples/parametrized/cagd/chap3fig5.html

Primjer primjena baricentri¢nih koordinata: ispravno preslikavanje teksture,
deformacija konveksnih objekata — preobrazaj (mesh deformation, morphing)

C(0 DQ\\

Tag ret ‘ ] . ]
baricentri¢ne koordinate t;, t,, t;tocke P’
2 obziromna A’, B’, C’ odreduju boju
// Color(P’) = Color(t; A+t, B +t; C)
4 \\
/‘/ = N\ Npr. interpolacija boja:
4 B (http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Barycentric.shtml)
Prosirenje na 3D: https://lucasmajerowicz.qgithub.io/threejs-ffd/app/
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http://www.ccs.neu.edu/home/suhail/BaryTriangles/applet.htm
http://www.cut-the-knot.org/Curriculum/Geometry/Barycentric.shtml
https://lucasmajerowicz.github.io/threejs-ffd/app/

Odredivanje je li tocka u trokutu: V, 1,=0v,=1

V = VO + U(Vl V()) + U(Vz Vo)
=Votud+v b

http://adrianboeing.blogspot.hr/2010/01/barycentric-coordinates.html V
https://www.geogebra.org/m/c8DwbVTP 0 U=0,v,=0

- parametarski oblik jedandzbe ravnine
u, v —odgovaraju baricentricnim koordinatama ty, t,

) b?(ac)-(a ><2bc> Tocka je u trokutu ako je:
a’b* —(ab) U>0)&(V>0)& (U+v<1)
_a’(bc)—(ab)(ac)
a’b? —(ab)’

AKo je a 1L b mozemo promatrati projekcije
vektora c naaivektoracnab

u=(ac)/lal
=(bc)/lb]

( ) jeskalarni produkt vektora
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http://adrianboeing.blogspot.hr/2010/01/barycentric-coordinates.html
https://www.geogebra.org/m/c8DwbVTP

6.2. KRIVULIJE

postupak projektiranja krivulje

Animacija po krivulji

— analiti¢ki 1zraz izvorne krivulje u pravilu je nepoznat

— poznato je
* koordinate u nekim tockama
 nagibi, zakrivljenost ili izvijanje u nekim tockama
= modeliranje

— opis segmenta krivulje
— segmentiranje
- povezivanje segmenata uz ostvarivanje kontinuiteta izmedu segmenata

7. M, ZEMRIS, FER 6-8


simpleAnimation.exe - Shortcut.lnk

PODJELA KRIVULJA

° /Q\
« aproksimacijske /\/ \o/
o

interpolacijske

www.ibiblio.org/e-notes/Splines/lagrange.html

e otvorene

- zatvorene /\/ @

 razlomljene

t* +bt® +ct+d
- nerazlomljene x(t)=2 bt” +ct+d,

at® +bt® +ct+d

periodi¢ne M/ /\/

* neperiodicne
(periodicnost tezinskih funkcija)

x(t)=at® +bt® +ct+d,
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https://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/lagrange.html

POZELINA SVOJSTVA KRIVULJA

A
* viSestruke vrijednosti y
https://mathinsight.org/parametrized _curve arc length
https://stemkoski.github.io/Three.js/Graphulus-Curve.html
X >
* neovisnost o koordinatnom o

sustavu (Kartezijev, polarni)

» |okalni nadzor
o
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https://mathinsight.org/parametrized_curve_arc_length
https://stemkoski.github.io/Three.js/Graphulus-Curve.html

* Smanjenje varijacije - kod visokog stupnja polinoma moze se javiti
titranje krivulje

 kontrola reda neprekinutosti
https://mathinsight.org/applet/derivative interpolating polynomial chebyshev nodes

oskulatorna
\G) , kruznica
Co C! ;
I c3
ista vrijednost  ista tangenta - fzt "
koordinate ontinuitet radijusa o
zakrivljenosti kontinuitet u

http://www.martin- I ZVIJ anj u
kraus.org/LiveGraphics3D/examples/parametrized/

cagd/chap10fig4.html
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https://mathinsight.org/applet/derivative_interpolating_polynomial_chebyshev_nodes
http://www.martin-kraus.org/LiveGraphics3D/examples/parametrized/cagd/chap10fig4.html
http://www.martin-kraus.org/LiveGraphics3D/examples/parametrized/cagd/chap10fig4.html
http://www.martin-kraus.org/LiveGraphics3D/examples/parametrized/cagd/chap10fig4.html

CO — kontinuitet koordinate - ista vrijednost koordinate f(t) = g(t)

C! - kontinuitet nagiba - ista vrijednost prve derivacije (vektor brzine) f'(t) =g'(t)
http://math.hws.edu/graphicsbook/demos/c2/cubic-bezier.html

C? - kontinuitet zakrivljenosti - odreduje f "(t) - isti vektor akceleracije b
Zakrivljenost krivulje obrnuto je proporcionalna radijusu ¢
oskulatorne kruznice. m
Ako je radijus velik zakrivljenost je mala (i obrnuto). x(H

C3 - kontinuitet izvijanja (torzije) - odreduje f "'(t) : t

0t 1

Osim C kontinuiteta postoje i G kontinuiteti koji zahtijevaju proporcionalnost.
G (geometrijski)

GV =CO
G! - proporcionalna vrijednost derivacije  f'(t) =k, g '(t), k;>0
G2 — ista zakrivljenost s lijeva i s desna = [f' <f"/If1°

G?— implicira i ostvarenje svih nizih kontinuiteta G*

C! kontinuitet implicira G* kontinuitet osim kada je vektor tangente [0 0 0]

kod C! kontinuiteta moZe do¢i do promjene smjera, kod G! ne moze.
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http://math.hws.edu/graphicsbook/demos/c2/cubic-bezier.html

ANALITICKI OPIS PROSTORNIH KRIVULJA
a) eksplicitni oblik - nemoguénost prikaza visestrukih vrijednosti

=100 2ol y|@

b) implicitni oblik - za prikaz dijela krivulje trebaju dodatni uvjeti

https://stemkoski.github.io/MathBox/graph2d-implicit.html
y
F(x, y, z)=0

c) parametarski oblik >

http://mathinsight.org/applet/parametrized_elliptical_helix X

x=x(t), y=y(t) z=z() )1 Bt =t
toCka na krivulji - vektorska funkcija

V(D)= [x) () ()] T
vektor tangente X

V'(t)=[x'(t) y(t) z(t) V(t;) = p(t) = P
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https://stemkoski.github.io/MathBox/graph2d-implicit.html
http://mathinsight.org/applet/parametrized_elliptical_helix

6.3. SEGMENT KRIVULJE
6.3.1. KRIVULJA BEZIERA

Postupak poznat pod imenom krivulje Beziera nezavisno su razvili
« BEZIER 1962. Rénault

« DE CASTELJAU 1959. Citroén

kao polaznu osnovu u CAD sustavima. De Casteljau direktno koristi
Bernsteinove polinome.

1970. R. Forest otkriva vezu Bezierovog rada i Bernsteinovih polinoma.
P. Bezier objavljuje svoj rad i krivulje dobivaju ime po njemu.

aproksimacijske krivulje Beziera
interpolacijske krivulje Beziera

Bezierove tezinske funkcije (Bezier)
Bernsteinove tezinske funkcije (De Casteljau)
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http://upload.wikimedia.org/wikipedia/commons/thumb/a/a9/Renault_4-cro.jpg/250px-Renault_4-cro.jpg
http://www.vidiauto.com/Automobili/Oldtimeri/Citroen-2-CV

APROKSIMACIJSKE KRIVULJE BEZIERA

Prolaze poCetnom 1 krajnjom tockom, a ostalima se samo pribliZzava.

a) BEZIEROVE TEZINSKE FUNKCIJE
KoriStenje gibanja vrha sastavljenog otvorenog poligona.

-

A &1

g . B = Yo @ fin(®),t €[0,1]
p(t)
0 5 7 do =To
_e 3 C_iizﬁl__)i—l i=1..n
do ds
T R
X

n+1l .. broj tocaka.

n .. stupanj krivulje.

a; .. vektori kontrolnog poligona

p(t) .. tocka na krivulji - linearna kombinacija f; ,(t) i a;.

fi () .. tezinska funkcija - njena vrijednost pokazuje koliko i-ti element poligona
pridonosi pripadnoj toc¢ki za parametar t.

6-15
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fi o(t) - tezinska funkcija je opcenita i mora zadovoljiti niz posebnih uvjeta:

1. podetna tocka p(0) =dy = f, ,(0) =1,
fi(0)=0, i=1.n

2. zavrina tocka p(1) =Xa; = f; ,(1)=1, i=0..n zbrojsvih vektora

3. osnovni vektor a, treba biti paralelan s tangentom u pocetnoj tocki
p' (0)=kd; = £, ,(0) %0,
fi,(0)=0, i#1

4. osnovni vektor a, treba biti paralelan s tangentom u zavr$noj tocki.
ﬁ/(l): knd)‘n = f ,i, n(l) =0, 1=0.. n-1,
S nn(1)#0.
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5. oskulatorna ravnina u pocetnoj tocki treba biti paralelnas a, i a,
= f, ,(0)=0, f*, ,(0) =0,
f>>. ,(0) =0, inace.

http://people.math.aau.dk/~raussen/VIDIGEO/GEOLAB/apposcplane.html

6. oskulatorna ravnina u zavr$noj tocki treba biti paralelnas a,,_; i a,
=17 ,(1)=0, i=0.n-2,
f ”n-l, n(l) # 0, f ”n, n(l) # 0.

/. simetri¢nost teZinske funkcije - zamjena pocCetne i1 zavrsne tocke povlaci
promjenu smjera i redoslijeda vektora.

oskulatorna = fi n() = 1-f 0y (1-1), Pi=1.n.
kruznica

angenta

oskulatorna

ravnina binormala

normala
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http://people.math.aau.dk/~raussen/VIDIGEO/GEOLAB/apposcplane.html

— BEZIEROVE TEZINSKE FUNKCIJE

(-t)' dYo (t) o (t)= 1-(-1)"

f. ()= . ,
) i-1)r  di2 —~t
gdje d(i_l)je (i —1) derivacija

za derivaciju (-1) se podrazumijeva vrijednost 1

rekurzivni oblik pogodan za implementaciju na raCunalu:

fi,n(t): (1_t) fi,n—l(t)+t fi n—l(t)’

uvjeti zaustavlja nja rekurzie

fo, o(t) =1, fk+1, k (t) =0, f—1, k (t) =1

7. M, ZEMRIS, FER
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*PRIMJER

Odrediti Bezierove tezinske funkcije
ako su zadane &etiri tocke. f(t)

3
ch(t):l_(lzt) ——3+3t-t?,

(
f .(t)= _ ,
|,3() (i—l)' d(l—l)t t
fo,3(t):1’ '
f, 5(t)=3t-3t" +t°, ;
f, o(t) =3t —2t°, B(e) = Zaﬁ- fis(®
f3’3(t)=t3. =0
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Provjera postavljenih uvjeta na teZinsku funkciju:

1. pocetnatocka p(0) = a,

2. zavrSnatocka p(1) =a,+a; +a, + as

p'(t) = (3 — 6t + 3t?)a; + (6t — 6t%)a, + 3tas

3. derivacija u pocetnoj tocki p’'(0) = 3a;

4. derivacija u zavrsnoj tocki p’'(1) = 3az

p''(t) = (—6+ 6t)a; + (6 — 12t)a, + 6t a3

5. druga derivacija u pocetnoj tocki p''(0) = 6(a, — a;)

6. druga derivacija u zavr$noj to¢ki p’'(1) = 6(az; — a,)

7. simetricnost  fi3(t) = 1— f33(1—1t)
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b) BERNSTEINOVE TEZINSKE FUNKCIJE ZA KRIVULJU BEZIERA
De Casteljau - intuitivna geometrijska konstrukcija

A by 7y - uzastopne linearne interpolac ije :
by =(1—t)b, +th,

b, =(1-t)b, +tb by, =(L-t)by, +thy,

- uvrstimo :
by , =(L—t) b, +2t(L—t)b, +1°b,

http://www.martin-kraus.org/LiveGraphics3D/examples/parametrized/cagd/chap4figl.html
https://www.jasondavies.com/animated-bezier/

http://www.saltire.com/HTML5/Advanced/Cubic%20Spline%20Curve.html
https://cagd-
applets.webarchiv.kit.edu/mocca/html/noplugin/BezierCurve/AppDeCasteljau/index.html
> http://www.kevs3d.co.uk/dev/scratchpad/
X (Bezier Cloud)
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http://www.martin-kraus.org/LiveGraphics3D/examples/parametrized/cagd/chap4fig1.html
https://www.jasondavies.com/animated-bezier/
http://www.saltire.com/HTML5/Advanced/Cubic%20Spline%20Curve.html
https://cagd-applets.webarchiv.kit.edu/mocca/html/noplugin/BezierCurve/AppDeCasteljau/index.html
https://cagd-applets.webarchiv.kit.edu/mocca/html/noplugin/BezierCurve/AppDeCasteljau/index.html
http://www.kevs3d.co.uk/dev/scratchpad/

- poopcenje ovog postupka daje algoritam De Casteljau

bi,j: (1 — t) bi,j—l +t bi+1’j_1(t), i=0..n —j,j =1 .. N,

b; o(t) = b;, 7; = b; vrhovikontrolnog poligona,

bo,n(t) =p(t) to¢ka na krivulji
n
p(t) = Z T bi n (1), t €10,1]
=0

wijedi 3 b ,(t)=1 tel0,1]
i=0

b, (t) —bazne funkcije —Bernsteino vi polinomi stupnja n

nj . F n! . F
b (t)=| . [t'Q-t)" =——F=t'(1-t)"
B L T
Diskretna binomna razdioba:
t — vjerojatnost dogadaja u svakom od n + 1 pokusaja
b, , — vjerojatnost postizanja to¢no | dogadaja u n + 1 pokusaja
Binomni teorem: wa ) = Sy
(ey)f' =2 i] y
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* PRIMJER b(t) K
Odrediti Bernsteinove tezinske funkcije bo, 3(t) bs (1)
ako su zadane c¢etiri tocke.
3 b\ 4(t) b, /4(t)
b. .(t)=——t'(1-t) Lt o3
)t e )
3
bo, 3(t): (1_t) ,
bl, 3(t) :3t(1_t)2’ 1 t
b (t) :3'[2(]__'[), http://graphics.cs.brown.edu
2,3 https:/Aww.ibiblio.org/e-notes/Splines/bezier.html
_ 43
b3, 3 (t) _t ' 3
. B = ) Fi by s (@),
L] 5 :
7'3 1=0
p(t) = (1 —t)37% + 3t(1 — £)?7F + 3t%(1 — O)F, + t37,
ﬁ(t) - - -
p,(o) — 3(r1 - rO)l
p'(1) =35 —13)
)

Y
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http://graphics.cs.brown.edu/research/exploratory/freeSoftware/repository/edu/brown/cs/exploratories/applets/bezierSplines/bezier_splines_java_browser.html
https://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/bezier.html

Krivulja Beziera — aproksimacijski oblik

a) Bezierov oblik Bezierove krivulje b) Bernsteinov oblik Bezierove krivulje
(de Casteljau)
n
n
PO = ) @ fin(®, t€ [0.1] O =) Fibya(d),  telo,1]
i=0

N

' ' I k 1 Sk
a; kontrolni vektori . kontrolne tocke

f,(0)- U 400 SORWTRA

(i-1)  d* |

https://webglfundamentals.org/webgl/lessons/resources/bezier-curve-diagram.html
http://bezier.method.ac/
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https://webglfundamentals.org/webgl/lessons/resources/bezier-curve-diagram.html
http://bezier.method.ac/

Matri¢no Bernsteinov oblik kubne Bezierove krivulje :

1 3 -3 1 '7;0'

a 3 —6 3 0|lA
— 3 2

p) =03 ¢2 t11|55 3 o o 2

1 0 0 olfp

Opcenito, za tangentu na Bezierovu krivulju opisanu preko Bernsteinovih
teZinskih funkcija vrijedi:

p'(0) =n(r —1p)
p'(1) =n (#, — #,—1), n..stupanj krivulje

Veza Bezierovih | Bernsteinovih tezinskih funkcija (otkrio R. Forest):

A > = - .
; Ay = Ty, A; =T1; — Ti_1, i =1..n,
f,.(£)=>b, ,(t) i=0.n ili
i - - - - - :
1= o = Ao, 7; = a; +7i_1, i =1..n,

6-25
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SVOJSTVA APROKSIMACIJSKIH BEZIEROVIH KRIVULIJA
* postoji konveksna ljuska

A
y G L .
7 suma teZinskih funkcija je 1
() vazno kod ispitivanja sjeciSta krivulje
(tezinske funkcije su nenegativne
C/ _ imaju tocno jedan maksimum)
S konveksna ljuska
To
P

X
 krivulja nema viSe valova od kontrolnog poligona
broj sjeciSta ravnine i kontrolnog poligona >= br. sjecista ravnine i krivulje
lokalni nadzor - nije ispunjeno
 broj kontrolnih to¢aka je u direktnoj vezi sa stupnjem krivulje
— zan to¢aka stupanj je (n-1)
 neovisnost o transformacijama (translacija, rotacija, skaliranje)

 simetri¢nost - kod uvrStenja mozemo simetri¢no zamijeniti popis tocaka
» https://pomax.github.io/bezierjs/#getLUT

» https://webglfundamentals.org/webgl/lessons/resources/bezier-curve-diagram.html

* http://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/water/little_game.html
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https://pomax.github.io/bezierjs/#getLUT
https://webglfundamentals.org/webgl/lessons/resources/bezier-curve-diagram.html
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6.3.2. INTERPOLACIJSKE KRIVULJE BEZIERA

Prolaze svim zadanim to¢kama. Bezier

p(t) = a; fin(t), t€[0,1]

fi n - poznato na osnovi broja toc¢aka

a; - nepoznato — odreduje se na temelju

zadanih uvjeta (toCaka kroz koje krivulja
prolazi, derivacija, zakrivljenosti i sl.)
X Potreban je n+1 uvjet.

Npr. Poznato je:

0..n

1. n+1 tocka krivulje s vrijedno$¢u parametra  p(t), t; = %, i
ili

2. tangente u pojedinim to¢kama pit)=Xiia; f'in(0),

ili

3. oskulatorne ravnine, polozaji centara zakrivljenosti  p"'((t)= 2= a; f''i n(0),
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INTERPOLACIJSKA KRIVULJA KROZ n+1 TOCKU:

Neka su poznate tocke: pg = p(to),p1 = p(ty), p; = p(ty), ..., = D(ty)
Uz parametar t; = ﬁ gdjejei=0..n.

“d¢
II

za’ fin(®), t €10,1]
i=1

Po 1 fl,n(o) f2,n(0) fn,n(o)_ ’a_o"

ﬁ) 1 fl,n(tl) fz,n(tl) fn,n(tl) Cl—l)
5 — |1 fl,n(tz) fz,n(tz) fn,n(tz) a—z)

il 11 f.0 fa@ - fia] @

uvrstih smo: t,=0,t =1.
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uvrstit cemo:
za poCetnu toéku p(0) =ag, t. fo,(0)=1, f;,(0)=0,i=1..n,

za zavr$nu tocku  p(1) =Y,a;, 4. fi (D=1, i=0..n,
a1 11 0 0 0 1o
a_1) 1 fl,n(tl) fZ,n(tl) fn,n(tl) ﬁ
a_z) — |1 fl,n(tz) fz,n(tz) fn,n(tz) E)
a,] L1 1 1 1 1 |p,.

kada odredimo nepoznate vektore a; mozemo do pojedine
to¢ke krivulje do¢i na osnovi Bezierovih (koriStenjem vektora a; ) ili
Bernsteinovih (koristenjem vektora 7; ) tezinskih funkcija.
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* PRIMJER
Odrediti Interpolacijsku Bezierovu krivulju kroz cetiri tocke koristenjem
Bezierovih tezinskih funkcija.

Neka su poznate tocke: py = p(0),p; = p(1/3),p, = p(2/3),p3 = p(1),
3
pO=a0+ ) a fi3(), t€[0,1]
i=1
Iz prethodnog primjera za aproksimacijsku kubnu Bezierovu krivulju

poznate su tezinske funkcije:

f,4(t)=1,
. 2, 43 Qo 1 0 0 0 17" [Po
f,5(t)=3t—3t" +t°, ar|_ |1 19/27 7/27 1/27| |Pi
£ (t)=3t2 -2t a| |1 26727 20727 8727 |,
2,3 = 1 1 1 1 1 |p;]
f3,3(t):t3

p(t) =ag + (3t — 3t? + t3)a; + (3t? — 2t3)a, + t3a;
http://www.redblobgames.com/articles/curved-paths/
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6.3.3. RAZLOMLJENE FUNKCIJE

PRIKAZ KRIVULJA POMOCU KVADRATNIH RAZLOM. FUNKCIJA
« pogodan oblik za prikaz krivulja drugog reda

* homogena koordinata omogucava prikaz koni¢nih krivulja

(presjek ravnine i stoéca) https://observablehg.com/@mcmcclur/conic-sections

* invarijantnost na transformaciju perspektivne projekcije (nerazlomljene
krivulje su invarijantne samo na translaciju, rotaciju, skaliranje)

_ X _ +b,t+c, >uradnom
x, at’+bt+c | prostoru
X,  a,t?+bt+c,
-

, at®+bt+c

b, b, b| matriéni oblk
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K - karakteristi¢na matrica kvadratne krivulje, 0<t <1,

X=[t? t 1|K

« derivacije vektora [X; X, X3 X,] po parametru t - u homogenom prostoru
« matrica K odreduje i1 derivacije duz krivulje

d X,
X =—1 = 2a1t +b ’
| 3; 1 X' =[x % x x]=2t 1 0]K
,=—>==2a,t+h,,
X, = d )f[“ =2at+b.
Xr: 2t 1 O] K https://mathinsight.org/parametrized_curve_derivative
X"=[2 0 0]K
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https://mathinsight.org/parametrized_curve_derivative

& kvadratna razlomljena krivulja odredena je s tri tocke

V,,
V,,

V,,

t, =0, X,=

Ve 1

\2

X, ] [0 0 1]

X, | |1 1 1

Vv, 1

1/4 1/2 1

7. M, ZEMRIS, FER

H>< c>><

X

(2 -4 2]
3 4 -1
1 0 O

tri tocke uvrstimo u jednadzbu krivulje,
uzmimo da su poznati iznosi parametra

H>< o><

X
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*PRIMJER

: V., t =0 X, =[r 001
Neka su zadane tri tocke 0 0 ) oL ]

| pripadni iznosi parametra. Vi, tl:? X,=[0 r 0 1]

Odrediti kvadratnu razlomljenu krivulju. Vv, ot =1 X2=:—r 0 0 1]
(2 -4 2] r 001 | 0O -4r 0 O]
K=-3 4 =10 r O 1|=-2r 4 0 O
1 0 Oj-r 00 1] |r 0 0 1
0 —4r 0 O]
X=[x % % x]=[t* t 1]|-2r 4r o0 0
T 0O 0 1)

X, =—2rt+r=r(1-2t)
X, =—A4rt? +4rt=4r(t—t?)
X, =0,

X, =1.

po komponentama
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Rezultat je parabola, to je opc¢a krivulja drugog reda.

Ako zelimo naciniti kruZnicu potrebno je upotrijebiti analiticke poznate
1zraze za kruZnicu.

X =TrCOoSp
y=rsinge
4

t=tg =~
gz

3

-

X=r

y=r

1-¢2) xlzr(l—tz),
1+t2> X, =2rt,
21 X, =0,
1+t°)  x, =1+t
-r 0
t 1| o 2r
r O

7. M, ZEMRIS, FER
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PRIKAZ KRIVULJA POMOCU KUBNIH

RAZLOMLJENIH FUNKCIJA

« kvadratnim razlomljenim funkcijama ne mozemo prikazati infleksiju i
ostale pojave viseg reda

X_xl_a1t3+blt2+clt+dl \
x, at’+bt*+ct+d
X, a,t>+b,t°+c,t+d, |uradnom
= = ) 0
X, at®+bt*+ct+d prostoru
Z_x?,_a3t‘°’+b3t2+c3t+d3
X, at’+bt®+ct+d
_al a2 a‘3 a_
b b, b b
X=[x % X x]=ftt t t 1]+ = = matriéni  oblik
C, C, C C
d, d, d, d
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A - karakteristi¢na matrica kubne krivulje, 0<t<],

X=[t* 2 t 1A

« derivacije vektora [x; X, X3 X,] po parametru t - u homogenom prostoru
« matrica A odreduje i derivacije duz krivulje

x{:%=3a1t2+2blt+cl, l : J
X=3t 2t 1 0[A

X, = dd)iz =3a,t*+2b,t+c,,

dx X"=[6t 2 0 O] A

X = =3a,t* +2b,t+c,,

X"=[6 0 0 O]A

X
X = d t4 =3at’ +2bt+c.

 za odredivanje kubne razlomljene krivulje potrebna su Cetiri uvjeta
(kako bi mogli invertirati matricu)

To mogu biti 4 tocke ili na primjer 2 tocke 12 derivacije.

http://www.theparticle.com/applets/nyu/BezierApplet/
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& kubna razlomljena krivulja odredena s dvije rubne tocke i derivacije
vV,

X=(x, % % X)=[xx xy xz x]=[ & t 1A
=) eyl (2 x|l 2t 1 oa

=0, X, =[xV, Xl t® 1,2 t, 1a=[0 0 0 1]A
t=1 X =[xV, X.]= 212t 1a= [ 11 1A
t,=0, Xy =[KoVo+xoVy Xol= [t 2t, 1 0la=[0 0 1 0]A
=1 X =[GVi+x. V) K= [t® 2t 1 oja=[3 2 1 0]A
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7. M, ZEMRIS, FER

X0 Vs Xo| [0 O 0 1
Xer | _ 1 111 A
X! |0 0 1 O
113210
0 1T  x,V, X40 |
11 X41Vi X4
1 O Xé’lOVO + X40V('.; X;O
1 0 | XuVi+XuV) Xy |
1 1]x, 0 0 0]V, 1]
-2 -1 0 x, 0 OV, 1
1 0x, 0 x, 0]V, O
0 0|0 x, 0 x|V, O
M......... univerzaln a transforma cijska matrica
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» Segment krivulje odreden rubnim tockama 1 derivacijama u njima

X=t* t* t 1]A

A=MHV

M - ne ovisi o obliku krivulje ve¢ o izboru tocaka (derivacija)

H - krivulja prolazi po¢etnom i krajnjom toCkom uz zadane derivacije,

a derivacija homogene komponente odreduje kako ¢e prolaziti

- ako je x’ o= x’4;= 0 dobit ¢emo specijalan sluc¢aj odnosno obi¢nu
parametarsku kubnu krivulju koja se zove HERMITOVA KRIVULIJA

V - zadane tocke 1 derivacije koje odreduju segment krivulje u radnom

7. M, ZEMRIS, FER

prostoru
(2 -2 1 1] X, 0 0 0 'V, 1]
-3 3 -2 -1 L0 % 0 0 vV 1
0 0 1 0 B )(20 0 X40 0 V(; 0
i 1 0 0 0 ] i X:11 0 X, _V1' O_
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« HERMITOVA KRIVULJA

2 -2 1 17V 1

-3 3 -2 -1|/1n 1
= [+3 42 p

1 0 0 ollvy o

« VEZA HERMITOVE | BEZIEROVE KRIVULJE (preko Bernsteinovih

polinoma)
-1 3 -3 1][f Vo =1
) 3 -6 3 0fln V=173
t) = 3 2 - uz ! - -
p() [t t tl] —3 3 1 0 T V0=3(T1_r0)
1 0 o0 olfg Vi, =305 — 1)

= radi se o istoj krivulji
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*PRIMJER

Neka su zadane dvije tocke
| derivacije u njima.

Odrediti kubnu razlomljenu krivulju.

[X4o Xa1 X;o X:u]:[l 1 a b]

A=MHV =
(2 -2
-3 3

A =

0 0
_l 0
Xz[xl X,

1 1
-2 -1
1 0
0 0
X3 X4]=

1 0 0 00
010 0f1
a 01 01
0 b 0 11
2t 1A

7. M, ZEMRIS, FER

—, O O

o O o o

o O -k B

0 a+b
0 —(2a+b)
0 a

0 1
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Lo X bt® —bt® +t
X, (a+b)t3—(282+b)t2+at+1’
X, 24t
= = y ,b:’>
Y x, (a+b)t?—(2a+b)t?+at+1 °
z:fizo
X4

Uvodimo dodatnu to¢ku V,=(1/2 1/2 0), t,=1/2. = a=-2, b=2

http://www.rose-hulman.edu/~finn/courses/MA323GeomModel/TestApplets/Rational C2Spline.html +/- A/Z

2t3 —2t% +t
X=—= ,

2t -2t +1

—t% +t
Y=—5 :

2t -2t +1
z=0
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VEZA KOORDINATA I PARAMETARSKIH DERIVACIJA IZMEDU
RADNOG | HOMOGENOG PROSTORA

* radni prostor:

V(t)=[x(t) y(t) z(t)} dV(t):[X(t) i Z(t)}'

dt dt dt dt
* homogeni prostor

XO=) %) xt) xO} “da | da a dt dt
+ VEZA KOORDINATA

dx(t):[xl(t) X,(t)  x,(t) x4(t)}

X X, X,

Y= 2= X =XX,, X =YX, X =IX,

X=-r
Xy Xy Xy

X:(X1 X5 X X4)::X4X XY X2 X4]:X4[X y £ 1]:X4[V 1]

Z.M, ZEMRIS, FER 0-44



 VEZA PRVE DERIVACIJE - homogena komponenta nije konstanta
X=0¢ % % )= () () () %]

! ! / 4 ! / / !/ X y Z 1
[(X4X+X4X) (X4y+X4Y) (X4Z+X4Z) X4]:[X4 X4]{, ' }

, , V 1
X:[X4 X4]{V' O:|

 VEZA DRUGE DERIVACIJE
V 1

=00 =[B xly, o] =(evnv) )
=[(x]V+2x,V'+x,V") x!]
B
X"=[x! 2x; x|V 0
V" 0
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*PRIMJER

Odrediti prvu derivaciju u homogenom i1 radnom prostoru na kruZnicu.
T
t 1o 2r 0 0

xlzr(l—tz),
X, =21t,

X, =t°+1
X, =—2rt,
X, =271,

X, = 2t.

r

0 0 1

0 0 1

radni prostor :

X_r(l—tz)
1+t

_2rt

Y =1

/

X4

¢
y=(i
X4

7. M, ZEMRIS, FER

|

/

—4rt X
= 2 4 # 7!
1+2t° +t" X,
B 2r(1—t2) X,
1+2t° +t* X,
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t X1 Xo X, X y X1 | X' | X4 X’ y
0 r 0 1 r 0 0 2r 0 0 2r
1 0 2r 2 0 r -2r 2r 2 -r 0
-1 0 -2r 2 0 -r 2r 2r -2 r 0

dy _dy/at _y ' e

o  dxjdl % nagib tangente, gdje je x= dx/dt

Vi=(0,1) d’y _ d (dy) _ yx-ykdt _ yx-yi .
r — Ta\a) = T e a3 zakrivljenost
Vo=(r, 0)
X
http://people.math.aau.dk/~raussen/VIDIGEO/GEOLAB/speed.html
V']':(-r’ O) ' " ' " ’ "
rxr’| x-y'-y x|

zakrivljen ost (curvature)

K = =

N

1
;

6-47
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6.3.4 POVRSINE

« promatramo geometrijsko mjesto tocaka (trag) koji nastaje ako se neka krivulja
pomice 1 istovremeno deformira u prostoru

« segment povrsine ¢ini krpicu
povezivanje krpica uz ostvarivanje kontinuiteta duz spojeva
— CO jednakost toc¢aka krivulja duz spoja

— Cl iste parcijalne derivacije (popreéno) http://stemkoski.github.io/MathBox/graph3d-deriv.html

— C2 Zakrivljenost (popreéno) http://profs.sci.univr.it/~baldo/tjs/principal_curvatures.html
POVRSINA BEZIERA

« ako koristimo krivulje Beziera - dobit ¢emo krpicu Beziera, 2.

 GENERATRISA - generira povrsinu
« DIREKTRISA - krivulje koje odreduju kako ¢e generatrisa gibati kroz prostor

« tenzorski produkt dvije krivulje
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http://stemkoski.github.io/MathBox/graph3d-deriv.html
http://profs.sci.univr.it/~baldo/tjs/principal_curvatures.html
http://www.gamasutra.com/features/20000530/sharp_01.gif
Q3DM1-DiffuseBezier.jpg

» povrsina je funkcija dva parametra u, v
http://acko.net/files/mathbox/MathBox.js/examples/BezierSurface.html

33

° generatrise https://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/bezier3d.html

e direktrise

7. M, ZEMRIS, FER
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http://acko.net/files/mathbox/MathBox.js/examples/BezierSurface.html
https://www.ibiblio.org/e-notes/Splines/bezier3d.html

 prva i zadnja direktrisa zovu se glavne direktrise jer kontrolne tocke
generatrise leZze na njima

* putanje vrhova kontrolnih poligona generatrise odreduju direktrise
—> direktrise ne leze na povrsini (osim glavnih direktirisa)

» stupanj krivulja odreduje krpicu

npr. bikvadratne, bikubi¢ne hitps:/www.ibiblio.org/e-notes/Splines/models/eagle_anim.htm
https://amarnaths0005.github.io/3DCurvesSurfaces/#four

Do (V)"
D, (v)*
D;(v)*

_Dg(V)T_

pw,v) =[ud u?2 u 1M

vektori normala na povrSinu
Z.M, ZEMRIS, FER 06-50
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 pojedine direktrise

r-OO IFlO
I I
D,v)=p* v* v 1IMm|®| DW)=p* v v 1]m| ™
r02 IF12
_r03_ _r13_
IF20 I"30
r I
D,v)=p* v* v 1IMm| Z| D,(v)=p® v* v 1]m|*
r-22 r-32
| I3 ] | I35
 krpica povrSine
[To0 101 Toz T03] (13
S o 711 Ti2 T13 2
u,v) = uy3 2 M M?
P( =3 w2 u 1] Tho T21 Taz T3 v
T30 731 132 7133, | 1

» Npr: http://vladamakaric.qgithub.io/InteractiveBezierSurface/
 https://serhangursoy.github.io/BezierSurfaceWithWebGL/
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