INTERAKTIVNA RACUNALNA GRAFIKA
ZBIRKA RIJESENIH ZADATAKA
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Zadatak 1

Pravac je zadan preko dvije tocke: Ti(1,2,—1) i T»(2,4,3), kugla je zadana
sredistem u tocki S(5,10,15) i radijusom 2v/21. Odredite presjek pravca i ku-
gle blizi tocki T7.

Rjesenje:

Presjeciste pravca sa sferom (a tako i s bilo kojom plohom, ravninom i sl.) zahtjeva
parametarski prikaz pravca. Odredimo jednadzbu pravca.

Ty = (1,2, —1) - pocetna tocka
v="T,—T) = (1,2,4) - vektor smjera

Svaku tocku pravca mozemo prikazati kao T' = T} + v - t, tj. ako rastavimo po koordina-
tama:

r=1+1t
=242t
z=—1+4t

Jednadzba sfere odredena je implicitnom jednadzbom:

(33 - ws)2 =+ (y - ys)Q + (Z - Zs)2 =7’
(z—5)>+ (y — 10)* + (= — 15)* = 84
gdje je srediste sfere odredeno tockom (zs, ys, 2s)-
Uvrstavanjem koordinata z, y i z u parametarskom obliku u implicitnu jednadzbu sfere
dobivamo:
(t—4)%+ (2t — 8)* + (4t — 16)* = 84
t?—8t+12=0

RjeSenja kvadratne jednadzbe upuéuju na dva presjeka sa sferom. Jedno za parameter
t1 = 2 te drugo za parametar to = 6.



Tocki T blize je ono rjeSenje koje ima manji parametar ¢ pa slijedi da je blize presjeciste
s kuglom odredeno parametrom ¢; s koordinatama:

r=1+2=3
y=24+4=6
z=—-1+8=7

Blize presjeciste je tocka T'(3,6,7).



Zadatak 2

Izra¢unati pravac koji predstavlja presjek 2 ravnine. Prva ravnina zadana je u
implicitnom obliku x — 2y — 2z + 1 = 0, a druga je ravnina zadana s 3 tocke
prostora (1,—1,2), (3,2,0)1 (1,—-2,1)

Rjesenje:

Kako bi odredili presjek dvije ravnine, drugu ravninu moramo zapisati u implicitnom
obliku. Ideja je sljedeca. Ako su zadane 3 tocke, tada dva vektora T Ty i Tg_Tl razapinju
ravninu. Bilo koja druga tocka T pripada ravnini ako vektor T, pripada ravnini, tj.
okomit je na normalu. Kako je normala odredena vektorskim umnoskom T;T1 i TgﬂTl,
a vektori su okomiti ako je njihov skalarni produkt jednak nuli slijedi da mora vrijediti
TT, - (TQ_Tl X Tg_Tl) = 0. Lijeva strana jednadzbe je mjeSoviti produkt, a on je odreden
S:

r—r1 Yy—yr =z2—2
Txa—x1 Y2—Y1 22—21|=0
3 —T1 Y3 — Y1 =23 — 21

z—1 y+1 z-2
2 3 -2 |=0
0 -1 -1

Nakon razvoja po prvom retku dobiva se implicitna jednadzba ravnine: —5x + 2y — 2z +
11=0

Kako bi odredili jednadzbu pravca koji pripada i prvoj i drugoj ravnini oslobodit éemo se
jedne koordinate i nju proglasiti parametrom ¢ te sustav jednadzbi rijeSiti parametarski.
Ako koordinatu z proglasimo parametrom ¢ iz implicitnih oblika prve i druge ravnine
redom dobivamo:

r—2y=—-1+2t
-5 +2y=—-11+4+2¢

Rjesavanjem dobivamo:

r=3—1
3
=2——t
y 2
z=1t



Iz parametarskog zapisa koordinata mozemo ocitati jednu tocku i vektor smjera. Radi
se 0 pravcu:

T =(3,2,0)+ (=1,—2, 1)t



Zadatak 3

Zadan je pravac p zadanog s y = x . Potrebno je odrediti jednadzbu pravca
koji se dobije rotacijom pravca p za 60 stupnjeva u pozitivnom smjeru oko tocke
T(-2,2).

Rjesenje:

Zadatak ¢emo rijesiti tako da rotiramo tocku 7", koja predstavlja tocku dobivenu kao
presjeciste okomice na pravac p povucene iz toCke T', oko tocke T' za 60 stupnjeva te
nakon §to ju rotiramo kroz tako dobivenu transformiranu to¢ku povuéi éemo okomicu
na spojnicu te tocke i tocke T'.

Prvo odredimo tocku T”. Pravac oznacen crtkano je okomit na pravac p a njega lako
odredujemo iz uvjeta okomitosti i preko pripadnosti tocke T iscrtkanom pravcu. Iscrt-
kani pravac je definiran kao: y = —z.

Presjek okomitog pravca i pravca p daje nam tocku 77(0,0). Sada je potrebno tocku T”
rotirati oko tocke T, a to radimo pomocu tri transformacije:

- translacije tocke T u ishodiste
- rotacije tocke T” oko ishodista

- inverzne translacije koja tocku T vraca na pocetnu poziciju



4 P4 $ ]
P
and T
< ] |
?‘ = L:]
g
>
n

A
4 W Y I A .« I O
odredivanje tocke T' translacija tocke T u ishodiste

1 1

| \ i
| i A\
L] > I\ >
\

\ |

rotacija za 60° translacija u pocetnu tocku
Matrice koje opisuju navedene transformacije su:

1 0 0 1B 1 00
M1 =10 1 0 M2 = _\/Tg % 0 M3 = 0 10
2 =21 0 0 1 -2 21

Ako nad tocku T’ primijenimo sve tri transformacije dobivamo: 7" = T"- My - My - M3 =

(—1+V3,1+3)

Sada je potrebno odrediti pravac za kojeg vrijedi:

- okomit je na pravac koji prolazi tockama T i T"



- prolazi tockom T"

Kako bi odredili koeficijent smjera rotiranog pravca prvo trebamo odrediti koeficijent
smjera okomice, a on iznosi:

/!

k‘o:y —Z/:2+\/§
-

x//

Smjer rotiranog pravca jest:

k:;:_z_\/g

Konacno, odredimo jednadzbu pravca koeficijenta smjera k koji prolazi tockom T":
y—y”:k-(x—m")
y=(-2-2V3)-z+2+2V3

Zadatak se moze rijesiti i na drugi nacin, tako da se invertirana matrica (M - Ma - M3)
pomnozi s implicitnom jednadzbom zadanog pravca:

p=(M - My-M3) ' -p=My~ - Myt M p

Rijesenje ¢e biti isto.



Zadatak 4

Napisati matricu transformacije koja ¢e trokut oznacen tockama T7(—2,—1),
Ty(—4,—1) i T3(—2, —3) transformirati u trokut odreden tockama 77 (1, 1), 75(2, 1)
i T5(1,5).

Rjesenje:
Zadatak ¢emo rijesiti pomocu niza transformacija:

1 00
- translacija vrha 77 u ishodiste M; = |0 1 O
2 1 1
-1 0 0
- rotacija trokuta za 180 stupnjeva My = | 0 —1 0
0 0 1
200
- skaliranje osi x za % iosiyza2 M3= |0 2 0
0 01
1 00
- translacija vrha T} na poziciju (1,1) My = |0 1 0
111

Ukupnu matricu transformacije dobivamo kao umnozak ove Cetiri matrice i ona iznosi:

-3 0 0
M=|0 -20
0 -1 1

Rezultati primjene operacija prikazani su u nastavku.
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Zadatak 5

Zadana je tocka T'(—3, 2) u globalnom koordinatnom sustavu. Potrebno je odrediti
koordinate tocke T' u lokalnom sustavu koji je odreden vektorom (1,—1) z-osi i
(1,1) y-osi uz ishodiste u tocki O'(—2, —1).

Rjesenje:

Na slici ispod prikazana su dva koordinatna sustava. Crvenom bojom prikazan je glo-
balni koordinatni sustav s osima odredenim vektorima z(1,0) i y(0,1). To je koordinatni
sustav u kojem znamo lako odrediti koordinate tocaka i obavljati razne ra¢unske opera-
cije.

Plavom bojom prikazan je lokalni koordinatni sustav. Postavlja se pitanje koje su sada
koordinate tocke T globalnog sustava promatrane iz lokalnog sustava.

Ideja je sljedeéa. Matricom transformacije potrebno je poklopiti jedini¢ne vektore z’ i
' osi lokalnog i = i y vektore osi globalnog sustava. Ako na tocku u globalnom sustavu
primijenimo istu matricu transformacije dobit ¢emo tocku s koordinatama u lokalnom
sustavu. Zasto je to tako?

Primjenjujuéi matrice transformacija istodobno i na lokalni sustav i na tocku 7" ne mije-
njamo njihov odnos te nakon $to lokalni sustav poklopimo s globalnim, tj. onim u kojem
znamo ocitati koordinate tocaka, mozemo direktno ocitati koordinate tocke T' u lokal-
nom sustavu koji je sada istovjetan globalnom. Buduéi da se odnos tocke T i lokalnog
sustava transformacijama nije promijenio o¢itane koordinate su upravo koordinate tocke
T u lokalnom sustavu.

o
N
v

Pogledajmo sada koje je transformacije i kojim redom potrebno primijeniti.
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Prva matrica je matrica translacije jer moramo poklopiti ishodiste lokalnog sustava s
globalnim kako bi mogli ostvariti rotaciju i skaliranje.

100
My=1[0 1 0] (1,31
2 1 1

Da bi poklopili osi rotiramo lokalni sustav za 45 stupnjeva suprotno smjeru kazaljke na
satu (pozitivan matematicki smjer). Druga matrica je matrica rotacije za +45 stupnjeva.

G0
My= |2 ¥2 = (=2v2,v/2,1)
0 0 1

Zadnja matrica koju treba primijeniti je skaliranje. Vektori lokalnog koordinatnog sus-
tava nisu jednake duljine kao vektori globalnog (nisu jedini¢ni) pa je x i y koordinatu
potrebno skalirati njihovom normom, odnosno umanjiti za /2.

10 0
Ms=10 1 0| —(-21,1)
0 0 V2

Ukupna matrica transformacije odredena je umnoskom matrica My, Ms i M3, te kada se
nad tockom T globalnog sustava primjeni matrica transformacije dobivamo tocku (-2, 1).

Moguca je i situacija u kojoj je jedan od koordinatnih sustava desni a drugi lijevi. Kod
takvog ¢e slucaja biti potrebno matricom rotacije poklopiti bilo x, bilo y osi dva sustava,
a drugoj osi promijeniti predznak, tj. skalirati faktorom -1.

Prikazujemo i drugi nac¢in, a ideja je sljedeca:
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- projekcija vektora O'T na pravac na kojem lezi 2’ je trazena = koodrinata

- projekcija vektora O'T na pravac na kojem lezi 3/ je traZena y koodrinata

Projekciju vektora a na vektor b odredujemo kroz tri koraka. Projekcija a; prikazana je
crvenom bojom na slici ispod.

K
o v“—— __ _
v

1. odredujemo cos(«) iz formule cos(a) = Tl To
2. odredujemo faktor skaliranja projekcije iz formule p = ||a|| - cos(«)

3. jedini¢ni vektor b mnozimo s faktorom skaliranja iz formule a, = ”—ZH -l

13



Za x koordinatu racunamo:
OT=T-0=(-1,3)

Potrebno je odrediti projekciju vektora O'T na z'(1,—1). Prema navedenim koracima
racunamo:

cos(a) = (=13)-U,=1) =2

113 I =D V5

p= 132 = —2v2

o T2V2
lok \/§

Jednako tako ra¢unamo projekciu na y-os lokalnog sustava.

=22/ =-2

14



Zadatak 6

Zadana je tocka T'(—2, 1) u lokalnom koordinatnom sustavu. Potrebno je odrediti
koordinate zadane tocke u globalnom sustavu ako je lokalni odreden vektorom
(1,1) z-osi, (1, —1) y-osi i ishodistem u tocki (—2, —1).

Rjesenje:

Ovaj primjer mozemo shvatiti kao da su lokalni i globalni sustav zamijenili uloge. Naime,
tocka je zadana u lokalnom (plavom) sustavu. Kako u plavom sustavu znamo ocitati
koordinate bit ¢e potrebno pronaé¢i matricu transformacije koja ¢e crveni sustav (glo-
balni sustav u ulozi lokalnog) poklopiti s plavim sustavom (lokalnim sustavom u ulozi
globalnog).

Operacije koje ¢emo trebati primijeniti su redom:

1 0 O -
- skaliranje faktorom v2- M; = [0 1 0
1
00 7 .
V2o V2
2 2 .
- rotacija za -45 stupnjeva - My = g g 0 < g
0 0 1
- translacija za dx = -2, dy = -1 - M3 =
1 0 0
0 1 0
-2 -1 1

Operacije moramo obavljati upravo tim redom buduéi da koordinatne osi moraju ubiti
poklopljene s globalnim sustavom prilikom skaliranja. Zatim primjenjujemo rotaciju
buduéi da je ishodiste zamisljenog lokalnog sustava u ishodistu globalnog te tek onda
translaciju.

Ukupna transformacijska matrica je tada M = My - My - Mg

Primijetimo sljedece.

- transformacije su zadane obrnutim redoslijedom neko kod transformacije globalnog
u lokalni sustav

- matrice koje su primijenjene inverzi su transformacija iz globalnog u lokalni sustav

15



M = My - M - M3
M= Mt Myt Mt

Mozemo zakljuc¢iti. Ako matrica M transformira tocku iz globalnog u lokalni sustav,
tada inverz matrice M transformira tocku iz lokalnog u globalni sustav.

Ako na totku T' primijenimo matrice Mj, My i M3 dobivamo tocku (—3,2) u globalnom
sustavu.
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Zadatak 7

Zadana je tocka T'(5,0,2) u globalnom sustavu (sustavu scene). Ako je lokalni
sustav (sustav oka) odreden ocistem O(2,1,—1) i gledistem G(4, 1, —1) te vekto-
rima z i y osi koji gledaju u smjerovima vektora (0, @, ?) i(0, —@, @) Odredi

perspektivnu projekciju tocke T'.

Rjesenje:

Perspektivna projekcija je presjeciSte pravca koji prolazi kroz ociste i tocku ¢iju projek-
ciju trazimo te ravnine odredene tockom gledista i vektorom normale OG. Tocka koja je
projicirana na ravninu odredena je s dvije koordinate (x i y). Kako odrediti perspektivnu

projekciju?

Da bi dosli do rjeSenja vodimo se najjednostavnijim slu¢ajem za kojeg vrijedi:

ociste je postavljeno u ishodiste

glediSte se nalazi na z-osi (ravnina projekcije je tada paralelna s

Xy ravninom) 100
e perspektivna projekcija bilo koje tocke tada je odredena matri-)f = 0 10
com M 8 8 8

x i y koordinate projekcije odgovaraju x i y koordinatama glo-
balnog sustava

Ovaj jednostavan slucaj prikazan je na slici ispod.

17

T o o



Postavlja se pitanje kako gore naveden nacin odredivanja perspektivne projekcije isko-
ristiti u slucaju kada imamo proizvoljno ociste i glediste Sto je Cesta situacija. Jednom
kada smo namjestili scenu (u globalnom sustavu) zanima nas kako ti objekti izgledaju
kada ociste i glediSte postavimo kao proizvoljne tocke prostora.

Rjesenje je vrlo jednostavno. Treba pronadi matricu transformacije koja ¢e poklopiti sve
3 osi lokalnog koordinatnog sustava s globalnim (nazovimo tu matricu transformacije
N). Perspektivna projekcija je tada odredena tockom T' - N - M, gdje je H udaljenost
ocista i gledista.

Ako imamo matricu transformacije koja poklapa koordinate osi i tu istu transformaciju
primijenimo na tocku ¢iju projekciju trazimo nismo promijenili odnos lokalnog sustava
(sustava oka) i tocke u globalnom sustavu. Ona je iz pozicije oka koje se sada nalazi
u ishodistu i gleda u pozitivhom smjeru z-osi, vidljiva na isti na¢in kao na pocetku.
Samo Sto smo sada lokalni sustav poklopili s osima globalnog sustava, a ta ¢injenica
nam omogucava da lakSe provodimo operacije linearne algebre.

A ;2 z
Til
“/.
1 1 % g o e
T Yy X y // Z! /./ // y
P . ¥ it I
> y - — B
. y'
Z )(‘
X X
X
pocetni sluéaj rotacija za 90°oko y rotacija za 90°oko z

Zadnje pitanje koje se postavlja je kako odrediti matricu N? Izvodi se pomocu translacije
i rotacije (znatno jednostavniji drugi nac¢in opisan je u nastavku).

- translacijom ocista u ishodiste
- rotacijom kojom poklapamo OG vektor s x-osi (rotacija u xy ravnini)
- rotacijom kojom poklapamo OG vektor sa z-osi (rotacija u xz ravnini)

- rotacijom kojom poklapamo jednu od osi lokalnog sustava s globalnim (rotacija
u Xy ravnini)
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Prva matrica koju primjenjujemo je matrica translacije o¢iSta u ishodiste, a odredena je
matricom M;. Nakon primjene ove transformacije ocite se nalazi u ishodistu O’(0, 0, 0),
a novo glediste u tocki G'(2,0,0). Ova situacija prikazana je na prvoj slici.

Sljededi korak koji je potrebno uciniti je poklopiti vektor OG sa z-osi buduéi da se glediste
nalazi u xz ravnini. Kako bi to ué¢inili potrebno je glediste zarotirati za 90 stupnjeva u
negativnom smjeru oko osi y (tj. za kut od -90 stupnjeva). Matematicki pozitivan smjer
dobivamo pravilom desne ruke. Ako palac postavimo u smjeru rastuce osi oko koje ro-
tiramo, prsti pokazuju matematicki pozitivan smjer rotacije. Matrica rotacije oznacena
je s M.

1 0 00 0 010 —¥2 2 0
0 1 00 0 100 V2o_V2 o g
Mi=1g o 10 M=t 000 ™MM=|2 7 1
-2 -1 11 0 0 01 0 0 0 1

Sada je potrebno matricu rotacije primijeniti na vektore koji odreduju smjer x i y osi
koordinatnog sustava. Te dobivamo ,nove“ vektore x’ i y’, nakon rotacije za -90 stup-
njeva (oni su prikazani na drugoj slici, a leze u xy ravnini).

Sada je potrebno jedan od ta dva vektora rotiranog lokalnog sustava poklopiti s global-
nim sustavom. Mi smo se odluéili za y’ vektor. Pogledamo li na skicu zaklju¢ujemo da
se radi o kutu od -135 stupnjeva. Te nakon primjene rotacije za -135 stupnjeva oko z osi
(to je rotacija u xy ravnini) dobivamo matricu Ms.

Drugi naéin znatno je jednostavniji!

Poklapanje koordinatnih sustava moguce je izvesti pomoc¢u samo dvije matrice u dva
koraka ako su poznati normalizirani vektori x, y i z smjera lokalnog sustava. Oznac¢imo
ih sa (Xg, Xy, X2), (Y2, Yy, Y2) i (Zs, Zy, Zz).

- prva matrica je matrica translacije o¢ista u ishodiste glo- X, X, X.
balnog sustava (ta matrica jednaka je matrici M) Y, Yy Y,
Mrotacije = 7 Zy A

- druga matrica je M, otecije 1 predstavlja sve rotacije Ox Oy OZ

Nakon translacije lokalnog sustava u ishodiste (pomoéu matrice M;) dobivamo smjerove
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vektora lokalnog sustava.
X-0S (O, @, @)
y-0S (O, —?, ?)

Mrotacije =
z-0s (2,0,0) - nakon normalizacije (1,0,0)

ot =
OM‘&M‘E ]
oo O =
_o O O

Iz tih vektora dobivamo matricu rotacije.
Primijetite kako je My - M3 = M otqcije

Sada navedene matrice moramo primijeniti na to¢ku ¢iju perspektivnu projekciju trazimo,
a to je tocka T'(5,0,2).

1. nakon prve transformacije (translacija u ishodiste) dobivamo: T'(3, -1, 3)

2. nakon primjene matrice rotacije (ili Ma-M3) nad tockom 7" dobivamo: T”(v/2,2v/2, 3)

Sada je samo potrebno odrediti projekciju na projekcijsku ravninu, a to dobivamo iz
matrice perspektivne projekcije, gdje je H = 2 (udaljenost ocista i gledista).

100 O
010 O
Mpersp. = 0 0 0 05
000 1

Tocka T"” pomnozena s matricom perspektivne projekcije u radnom prostoru predstavlja
perspektivnu projekciju tocke T i iznosi: T (%ﬂ, 43ﬁ>
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Zadatak 8

Neka je ociste u tocki O(1, 1, 1), a glediste u tocki G(3, 3,3). Ako je view-up vektor
v(0,1,0), odredite perspektivnu projekciju tocke T'(4,6,8). Sustav je desni.

Rjesenje:

Prije rjeSsavanja zadatka prisjetimo se $to je uopée view-up vektor. Zamislimo scenu
(globalni sustav)u kojem se nalazi ¢ajnik. Zamislite da zelimo napraviti perspektivnu
projekciju za odredeno ociste i glediSte. Situaciju mozemo zamisliti kao da fotoaparat
postavimo u poziciju oCiSta, a usmjerimo ga u smjeru vektora OG. Slika nece biti jedins-
tvena! Naime, bilo koja rotacija fotoaparata oko osi OG zadovoljit ¢e smjer pogleda, ali
¢e svaka od tih slika biti drugacija. Potrebno nam je jo$ jedno ogranicenje — sto ¢e biti
,gore“ na slici (smjer rastuce y-osi sustava oka — lokalnog sustava).

Projekcija view-up vektora na ravninu projekcije (odredene o¢istem i gledistem)
odreduje y-os lokalnog sustava. Sada kada imamo smjer z-osi i y-osi, smjer x-osi
lokalnog sustava dobivamo kao vektorski produkt dvije osi lokalnog sustava, buduéi da
su sve tri osi lokalnog sustava medusobno okomite. Nakon $to odredimo vektore osi lo-
kalnog sustava mozemo odrediti matricu rotacije koja poklapa osi s globalnim sustavom

i odrediti perspektivnu projekciju.
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Postavlja se pitanje kako odrediti vektor koji je projekcija na ravninu. Neka je zadana
tocka A, koja s tockom gledista G tvori vektor koji zelimo projicirati na ravninu. Tocka
B odreduje vektora GA na ravninu (vektor GB). Postupak odredivanja projekeije (koja
predstavlja y-os lokalnog sustava) prikazani su u nastavku.

- A=Gtuviewy,

4 - B =probodiste pravca s ravninom iz tocke A u smjeru normale
Yos =GB
A
/)
G B

Drugi, brzi na¢in racunanja, izvodi se preko dva vektorska produkta.

¢ = GA x 11 - dobivamo vektor koji lezi u ravnini i okomit je na vektor GA

Yos = T X C - dobivamo vektor koji je paralelan s projekcijom GB vektora
Primijetite da ovim postupkom ne dobivamo ispravnu projekciju, §to se tice njene duljine,

ali to nam niti nije bitno buduéi da nas u konaé¢nici zanimaju jedini¢ni vektori osi lokalnog
sustava.

Sada, kada imamo dvije osi, tre¢u dobivamo jednostavno, kao njihov vektorski produkt.

' =1y’ x 2/ - definiramo desni sustav

' = 2/ x 9/ - definiramo lijevi sustav

Krenimo s rjeSavanjem naseg zadatka.

Potrebno je odrediti vektor z’' lokalnog sustava, a to radimo preko zadanog ocista i
gledista.
ziok =G —0=(3,3,3,) — (1,1,1) = (2,2,2)
g (V3 V3 V3
37373

Sada je potrebno odrediti 3 os lokalnog sustava.

c=GAxi=(1,35)x (2,2,2) = (—4,8, —4)

Yok =T X €= (—4,8,—4) x (2,2,2) = (24,0, —24)
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vl Ty

Os 2’ lokalnog sustava dobivamo kao vektorski produkt ¢’ i 2z’ osi, buduéi da se trazi
desni sustav.

oy x = (VO VO VG
6 36

Sada kada imamo normalizirane osi lokalnog sustava, mozemo odrediti potrebne matrice:
rotacije, translacije i projekcije.

% ? ? 0 1 0 0 0 1 00 0

Mo — _@ 0 g 0 10 1 0 o 01 0 O
rot — % _g ? 0 trans — 0 0 1 proj — 0 0 0 ﬁ
0O 0 0 1 -1 -1 -11 000 1

Konacno, projekcija je zadana kao: T+ Myrans - Mrot - Mproj = (—0.269, —1.032)
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Zadatak 9

Koristeéi se samo punim krugom kao osnovnim elemen-
tom prikazite CSG stablo sljedeéeg lika s minimalnim bro-
jem operacija.

Rjesenje:

Prije nego $to se posvetimo konkretnom zadatku, objasnit ¢éemo osnove izgradnje CSG
stabla. Slozeni oblici grade se iz osnovnih pomoc¢u tri operacije: UNIJE, PRESJEKA
i RAZLIKE. Likovi, koji mogu biti osnovni ili izvedeni operacijama, postavljaju se u
odredenu poziciju (na temelju koje se izvodi novi oblik), a oblik izvedenog tijela ovisi o
vrsti operacije:

UNIJA - rezultat je lik koji sadrzi elemente jednog ili drugog tijela
PRESJEK - rezultat je lik koji sadrzi elemente i jednog i drugog tijela

RAZLIKA - rezultat je lik koji sadrzi element jednog, ali ne sadrzi elemente
drugog tijela

Primjer operacija pomoc¢u osnovnih elemenata kvadrata i kruga dan je u nastavku.

l . He ne
N N
IID—>- D— ¢ —K

UNUA PRESJEK RAZLIKA

Posvetimo se sada naSem primjeru. Konacan rezultat dobit ¢emo ako nad dva lika
prikazna u nastavku primijenimo operaciju razlike.

X- €9
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Kako smo pronasli glavnu operaciju pomoc¢u koje mozemo generirati konacan lik, po-
trebno je pronadéi operacije koje generiraju prikazane likove. Vrijedi:

Te konaé¢no zakljuéujemo:

U

U

@
- X
e
:

Sada kada znamo koje je operacije i kojim redom potrebno primjenjivati, mozemo iz-
graditi stablo. Stablo se gradi od listova koji predstavljaju osnovne elemente, a rezultat
operacije predstavlja roditelj dvaju ¢vorova.

Stablo je prikazano u nastavku.
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Zadatak 10

Zadan je tetraedar s oznacenim vrhovima. Normale poligona usmjerene su izvan
tijela. Prikazati tijelo strukturom krilatog brida.

Rjesenje:

Struktura krilatog brida sadrzi 3 tablice:

- tablica vrhova

- tablica bridova

- tablica poligona

Tablica vrhova sadrzi jedan vrhu incidentan brid (bilo koji).

3 P4
1
/\.e3 P2
eb
——————————— 4

e2

1

P3

U tablicu vrhova takoder se mogu pohraniti same koordinate vrhova.

OZNAKA | KOORDINATE BRID
V1 koordinate prvog vrha el
V2 koordinate drugog vrha | el
V3 koordinate tre¢eg vrha e3
V4 koordinate ¢etvrtog vrha | e2

Tablica poligona sadrzi jedan brid incidentan poligonu.

OZNAKA | BRID
P1 el
P2 e2
P3 el
P4 ed

Tablica bridova za svaki brid sadrzi pocetni i zavrsni vrh brida te lijevi i desni poligon.
Uz ove podatke sadrzi i sljedeca ¢etiri brida:
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ell brid lijevog poligona koji prethodi bridu !

e21 brid lijevog poligona koji slijedi brid

el2 brid desnog poligona koji prethodi bridu [\

e22 brid desnog poligona koji slijedi brid

45

OZNAKA | POCETAK | KRAJ | LIJEVI P. | DESNI P. | ell | €21 | €12 | €22
el V1 V2 P3 P1 e2 eb eb ed
e2 V1 V4 P2 P3 eb ed el eb
e3 V3 V4 P4 P2 e4 eb eb e2
ed V2 V3 P4 P1 eb e3 el eb
eb V2 V4 P4 P3 e4 e3 el e2
eb V1 V3 P1 P2 el ed e2 e3
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Zadatak 11

Odredite kvadratnu aproksimacijsku i kvadratnu interpolacijsku Bézierovu kri-
vulju za tocke (1,1,2), (2,2,—1) i (=3,6,—4). Za parametre kontrolnih totaka
odaberite t = £. Nakon toga odredite udaljenost tocaka obje krivulje za parame-

1 n
tar t = 3

Rjesenje:

Osnovna verzija Bézierove krivulje je aproksimacijska krivulja. Naime, radi se o para-

f@) =22 0bi-mi

b; su koeficijenti krivulje definirani prema formuli, b; = (TZL) (1 =t)"t -t a r; tocke
kontrolnog poligona.

Tako mozemo koristeé¢i formulu odrediti koeficijente aproksimacijske krivulje:
bo=(1-1t)2 by=2-t-(1—t) by=t

Za parametar t = %, koeficijenti aproksimacijske krivulje su redom: by = %, by = g i
by = %. Primijetite da je zbroj koeficijenata Bézierove krivulje uvijek jednak 1. Sada
kada imamo odredene koeficijente za zadani parametar mozemo izrac¢unati tocku na

krivulji.

f(t):bO'TO+b1'T1+b2'7’2:

O =

4 1
-(1,1,2) + 9 (2,2,-1)+ 9 (=3,6,—4) = (1,2,0)

Aproksimacijska krivulja je osnovni oblik Bézierove krivulje, dok je za izra¢un interpo-
lacijske krivulje potrebno izrac¢unati nove kontrolne tocke iz (n+1) uvjeta.

Postavljamo sustav 3 jednadzbe s 3 nepoznanice:

f(t:()):bo(tZO)‘To—i-bl(t:O)‘Tl—i-bQ(t:O)‘Tg
f(t = 0.5) = bo(t = 0.5) -To + bl(t = 0.5) -r1+ bg(t = 0.5) - To
f(t:1):bo(t:1)‘T0+b1(t:1)‘7°1+b2(t: 1)‘7"2

Uvjeti koje smo postavili nad krivuljom su ti da njena vrijednost za parametre ¢ = 0,
t =0.51t =1 mora odgovarati vrijednostima kontrolnih tocaka. Nakon izra¢unavanja
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koeficijenata by, b1 i by za svaki od parametara ¢ dobivamo sljedeéi sustav jednadzbi:

ft=0)=r=(1,1,2)
ft=05)=2% ro+3-r+3-r2=1(2,2-1)
ft=1)=ry=(-3,6,—4)

Rjesavanjem sustava dobivamo:
ro=(1,1,2) r1 = (5,0.5,—1) ro = (—3,6,—4)

Sada je potrebno izraCunati tocku za parametar ¢t = % prema formuli za Bézierovu
krivulju. Primijetite da se formula razlikuje samo kod vrijednosti kontrolnih tocaka
krivulje.

ft)=bo-ro+0by-r1+by-19=

O =~

4 1 74
-(1,1,2) + - -(5,0.5, -1 - (-3,6,—-4) = (35, =,0
(77)+9 (7 ) )+9 ( D ) (3737)

Prije izracuna udaljenosti komentirajmo jos zasto su rg i 72 jednaki kod interpolacijske
i aproksimacijske krivulje. Razlog je to sto svaka aproksimacijska krivulja prolazi kroz
svoju pocetnu i zavrsnu tocku.

Udaljenost bilo koje dvije tocke u prostoru ra¢unamo formulom:

d(Ty, To) = /(w1 — 22)%2 + (y1 — y2)2 + (21 — 22)2

Primjenom gornje formule dobivamo trazenu udaljenost tocaka koja iznosi: 2@

30



Zadatak 12

Odredite segment kubne Bézierove krivulje ¢iji se pocetak glatko nastavlja (C*
kontinuitet) na kvadratnu Bézierovu aproksimacijsku krivulju zadanu tockama
(=1,1), (0,2) i (1,1), a ¢ijim zavrSetkom zapocinje Bézierova aproksimacijska
krivulja prvog reda za tocke (3,3) i (4,5).

Rjesenje:

Buduéi da je potrebno odrediti Bézierovu krivulju za stupanj n=3 bit ¢e potrebno pos-
taviti 4 jednadzbe s 4 nepoznanice (nepoznanice ¢e biti kontrolne tocke krivulje). Prve
dvije jednadzbe koje postavljamo su ogranic¢enja da Bézierova krivulja prolazi po¢etnom
i zavrSnom tockom.

0
0
Kako se radi o krivulji tre¢eg stupnja tezinske funkcije su:
bo=(1-1)3  b=2-t-(1-t)2 bye=2-2-(1—t) byg=123
Iz prve dvije jednadzbe slijedi: ro = (1,1) i r3 = (3, 3).

Preostaje nam jos postaviti uvjete za derivacije u pocetnoj i konacnoj tocki. Naime,
kako bi krivulja glatko nastavila drugu krivulju mora vrijediti da su im derivacije u toj
tocki jednake. Tako mozemo zakljuciti:

Fle=0)=fi(t=1)
F(t=1) = f3(t =0)

Gdje je f1 kvadratna Bézierova aproksimacijska krivulja a fo linearna Bézierova aprok-
simacijska krivulja.

Za kvadratnu aproksimacijsku krivulju i njenu derivaciju vrijedi:

A =0 =82 (=1,1)+2-t-(1—1t)-(0,2) +t>-(1,1)
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fit)y==2-(1—¢t)-(—=1,1)+ (2 —4t) - (0,2) + 2t - (1,1)
fit=1)=-2-(0,2)+2-(1,1) = (2,-2)

Za linearnu aproksimaciju vrijedi:

fo(t)y=(1—-1)-(3,3)+1t-(4,5)

fat) = =(3,3) + (4,5) = (1,2)

Izracunajmo derivaciju kubne Bézierove krivulje za parametre t =01t = 1.
fO =0 =12 rg+3-t-(1—t)2-r1 +3-2-(1—1t)-rog+13-13
Ff)==3- 1= ro+B—-12t+9%) - r1 + (2t = 3t*) 1o+ 3-t> - r3
fl(0)==3-10+3-m

') =—-rg+3-r3

Preostala dva uvjeta koje je potrebno postaviti glase:
f10)=-3-r0+3-1 =(2,-2)

') —ro+3-r3=(1,2)

Nakon rjesavanja dobivamo:

)

ol
Wl

?”1:(

o = (87 7)

Segment kubne Bézierove krivulje mozemo opisati formulom:

51

f=Q—=t)3-(1,1)+3-t-(1—1t)2- <3,3>+3-t2-(1—t)-(8,7)+t3-(3,3)
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Zadatak 13

Kvadratna aproksimacijska krivulja zadana je tockama: r¢(1, 1), r1(3,3) i r2(5, 1).
Druga krivulja je interpolacijska i za parametre ¢ = 0, ¢t = 0.5 1 ¢ = 1 prolazi
tockama 7((2, 6), (4, 6) i r5(3,0). Odredi presjek ove dvije Bézierove krivulje.

Rjesenje:

Tezinske funkcije kvadratne Bézierove krivulje dobivaju se iz formule b; = (7) (1—t)r—igt
1 iznose:

bo=(1—-1t)2 by=2-t-(1—t) byg=t>

Kako je prva krivulja aproksimacijska, kontrolne tocke poligona jednake su kontrolnim
tockama krivulje, tj. 7o = (1,1), 11 = (3,3) i 72 = (5,1), pa mozemo napisati parame-
tarski oblik krivulje:

r=(1—1t)% (1,1) +2t(1 —t) - (3,3) + t3(5,1)

A ako parametriziramo koordinate dobivamo dvije jednadzbe ovisne o parametru t.
r=1—-t)2+6t(1—t)+5t2=1+4t
y=(1—1t)2+6t(1—1t)+1> =1+ 4t — 4>
Sada je potrebno odrediti parametarski zapis interpolacijske krivulje. Prisjetimo se, kako
bi dobili interpolacijsku krivulju potrebno je rijesiti sustav 3 jednadzbe s 3 nepoznanice.

Jednadzbe postavljamo kao ogranicenja da krivulja za zadani parametar mora prolaziti
kroz tocku kontrolnog poligona. Dobivamo sustav jednadzbi:

(2,6)=(1—-0)2 -7 4+2-0-(1—=0)-7] +0% -7 =1

1 1 1
(3,0) = (1-05)% 7 +2-0.5-(1—=0.5) - 7] +0.5% -7 = ng + 5?"’1' + ZTIQ'

(4,6)=(1 -1 -7 4+2-1-(1—=1)-7) +12 -7 =1}

Rjesenja gornjeg sustava su kontrolne tocke interpolacijske krivulje i iznose:
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rg = (2,6) r{ = (3,—6) i = (4,6)

Sada kada imamo kontrolne tocke krivulje, mozemo krivulju zapisati u parametarskom
obliku:
T=0-u)?(2,6)+2-u-(1—u)-(3,—6)+u?-(4,6)

Napomenimo, buduéi da se radi o drugacijim krivuljama, one zahtijevaju i drugaciji
parametar. Sada mozemo napisati parametarske jednadzbe za koordinate.

r=2(1—u)*+6u(l —u)+4u? =2+ 4u

y=6(1 —u)? —12u(l — u) + 6u? = 6 — 24u + 24u*

Izjednacavanjem izraza za x i y koordinatu obje krivulje dobiva se rjeSenje:

_20+5V2
127 798

13+ 5v/2

U112 = —F5
28

Uvrstavanjem tq2 u parametarske koordinate prve ili uq2 u parametarske koordinate
druge krivulje dobivaju se dvije tocke presjeka:

T 27+ 5v2 153 — 30v/2
b 7 98

T 27 — 5v/2 153 + 30v/2
2T T 98
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Zadatak 14

Izrac¢unaj visinu fraktala oblika stabla kojem je zadani osnovni gradivni element
(na slici ozna¢en zelenom bojom). Kose grane osnovnog gradivnog elementa za-
tvaraju pravi kut, a okomita grana osnovnog elementa jednaka je 1. Na kraju
svake od kosih grana dodaje se gradivni element ¢ija je okomita grana 4 puta
krac¢a od prethodne. Kose grane osnovnog gradivnog elementa dva su puta krace
od okomite grane.

Rjesenje:
Fraktal ima oblik kao sto je prikazano u nastavku.

Mozemo uociti pravilnost izmedu visina okomito

| p. [ | postavljenih grana, a to je da se one odnose u

N [ | omjeru 4:1.

= w— Isto to mozemo zakljuciti i za visine uzastopnih
grana koje su postavljene pod kutom od 45 stupnjeva.

Ukupna visina stabla jednaka je zbroju visina okomi-
tih grana i visina kosih grana.
Mozemo zakljuciti:
Zm’sina ; —l—l—l—i—i—{—
okomito — 4 16
- V2 V2 V2
Zvlsznakoso] = T + E + 67 + -

Sumu ¢emo izra¢unati iz formule za beskona¢an geometrijski red:

. a1 4
szsznaokomito = E - 1 % = g
Z V1SING — % _ ? = @
koso 1— q 1 % 3
Ukupna je visina zbroj okomitih i kosih visina, a to iznosi: 4+3‘5
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Zadatak 15

Izracunati povrsinu ispod Kochove krivulje, ako je povrsina pocetnog trokuta 9.
Pokazite da je opseg Kochove krivulje beskonacan.

Rjesenje:

Kochova krivulja zadana je rekurzivno:

1. osnovni oblik prikazan je na slici lijevo (sva 4 segmenta jednake su duljine)

2. svaki segment prethodnog koraka zamijeni se osnovnim oblikom

OSNOVNI OBLIK (dubina = 0) IZVEDENI OBLIK (dubina = 1)

Primjetimo sljedece:
- povrsina trokuta dodanog na dubini n, i trokuta dodanog na dubini n-1 odnose se
u omjeru 1:9

- broj trokuta dodanih na dubini n i broj trokuta dodanih na dubini n-1 odnose se
u omjeru 4:1 (buduéi da se na svakom segmentu stvara novi trokut a segmenata

ima 4)

Mozemo zakljuciti:

4 16 < /4\!
P=P ZP bl ») A - P
oFglotgriot Zi:0<9> 0
P, 9 9 81
P: :—P :7.9:7
-2 575 5

Povrsina ispod Kochove krivulje iznosi %

Svaki novi oblik koji se zamjenjuje segmentom sastoji se od 4 nova segmenta cija je
duljina jednaka % segmenta proslog koraka, to znaci da se svakom segmentu (u sljede¢em
koraku) duljina povecéava % puta. Kako se duljine povecavaju za faktor veéi od 1, opseg

divergira.
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Zadatak 16

Ako je raster zaslona odreden rezolucijom 10 x 10 piksela, gdje je pozicija donjeg
lijevog piksela (0,0). Ako raster zaslona poklopimo s kompleksnom ravninom
s rasponom z-osi [—2,0] i rasponom y-osi [—1,1] te ako je radijus kruznice za
ispitivanje divergencije jednak 3, a dubina rekurzije za provjeru divergencije 8 (i
za 8 se ispituje divergencija), kojom ¢e se nijansom crvene prikazati pikseli (2, 8)
i(5,5)7

Rjesenje:

Kako raster zaslona ima kona¢ne dimenzije potrebno je obaviti preslikavanje pozicije
piksela na koordinate u kompleksnoj mrezi. Zutom su bojom prikazani pikseli koje
moramo preslikati u koordinate kompleksne mreze.

v

Na lijevoj je slici prikazan raster zaslona, a na srednjoj kompleksni koordinatni sustav.
Na zadnjoj je slici raster zaslona poklopljen s koordinatnim sustavom za kojeg vrijedi da
je ogranic¢en koordinatama [-2, 0] u x-smjeru i [-1, 1] u y-smjeru. Preslikavanje koordinata
piksela u tocke kompleksne mreze radimo ovako:

X
U = : (umax - umin) + Umin,
Tmax
Y
v = : (Umax - 'Umin) + Umin
Ymax

Koeficijent s kojim mnozimo x-koordinatu je =mar—tmin — 1_1((;1) =0.2

max
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.. . o . 1A Umax —VUmin __ 17(71) —
Koeficijent s kojim mnozimo y-koordinatu je e =5 =02

Ovi koeficijenti odgovaraju dijelu kompleksne mreze kojima pripada neki piksel. Kako
bi dobili to¢no preslikavanje, potrebno je na toc¢ku pomnozenu s koeficijentom skaliranja
osi pridodati minimalnu koordinatu kojom je os odredena.

Tako se piksel na poziciji (2,8) preslikava u (-1.6, 0.6), a piksel na poziciji (5,5) u (-1,0).
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Sada je potrebno odrediti pripada li tocka (-1.6,0.6) Mandelbrotovom skupu s radijusom
divergencije 3. Pripadnost tocke ¢ Mandelbrotovom skupu temelji se na kompleksnoj
rekurzivnoj funkciji:

Zn+l = z,% +c

zo0=20

Reéi ¢emo da tocka ¢ pripada Mandelbrotovom skupu ako je modul svakog kompleksnog
broja z dobivenog rekurzivnom jednadzbom manji od parametra kojeg nazivamo radijus
divergencije. U praksi se ova provjera provjerava do odredene (unaprijed postavljene)
dubine rekurzije.

Ako se do odredene dubine rekurzije ne ustanovi da je modul broja z veéi od radijusa
divergencije, reéi ¢emo da tocka konvergira (pripada Mandelbrotovom skupu), a piksel
koji je preslika u tocku obojiti crnom bojom.

Inace, tocka divergira (ne pripada Mandelbrotovom skupu), a pikselu koji se preslikava
u nju pridijelit ¢emo intenzitet proporcionalan dubini rekurzije na kojoj je ustanovljena
divergencija (moze biti od jedan do ukljucivo 8).

Zapoc¢nimo s tockom (-1.6, 0)
dubina=1 2z =02+ (—1.6+ 0.6i) 21 =—1.640.6¢ |21 = 1.71

dubina =2 2= (—1.6+0.6i)>+ (—1.6 +0.6i) 25 =0.6—1.32 |z = 1.45
dubina =3 z3 = (0.6 — 1.32i)2 + (—1.6 + 0.6i)) 23 = —2.98 —0.98i |z3| = 3.14

Vidimo da je divergencija utvrdena na dubini 3 §to znaci da piksel bojimo s intenzitetom
crvene 3 - 255 = 96.

Za drugu tocku (-1, 0) lako pokazujemo da pripada Mandelbrotovom skupu pa ju bojimo
crnom bojom (intenzitet = 0).

Rezultati bojanja prikazani su u nastavku. Za jednaku parametrizaciju kompleksne
ravnine, radijusa divergencije i dubine rekurzije, ali uz rezoluciju 600x600 Mandelbrotov
fraktal prikazan je desno.
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