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1. Uvod

Simuliranje fizikalnih ponaSanja deformabilnih objekata i fluida vazna je tema u po-
drucju racunalne grafike. Izazov je osmisliti postupak koji ¢e ujediniti niz sloZenih
ponasanja uz visoku preciznost. Ra¢unalna animacija zahtijeva vrhunske vizualne re-
zultate 1 prilagodljivost parametara.

Velike deformacije, odvajanje te spajanje elemenata, sudari i sprega izmedu vise
materijala neki su od fenomena koje metoda materijalne to¢ke pruza bez previse mo-
difikacija. SloZenije varijante u modele ukljucuju i toplinu.

Ovaj rad za cilj ima razviti razumijevanje metode materijalne tocke krenuvsi osnov-
nog pojma numeri¢ke simulacije i kratkim pregledom dviju tradicionalnih postupaka,
nakon Cega slijedi teorijska podloga i formulacija eksplicitnog algoritma metode mate-
rijalne tocke. Definirani su i modeli viSe materijala - vode, hiperelasticnog materijala,
snijega 1 pijeska. Dodatno, opisuje se interakcija s ostalim, krutim objektima u sceni
koriStenjem funkcija udaljenosti s predznakom. Za opisane koncepte pruza se odgova-
rajuci pseudokod, koji je u sklopu ovog rada implementiran koriste¢i programski alat

Unity. Vizualni rezultati dobiveni su tehnikom pracenja zrake unutar alata Blender.



2. Fizikalno temeljene simulacije

2.1. Numericke simulacije

Numericka simulacija koriStenjem racunala postala je vazan pristup rjeSavanju sloze-
nih prakti¢nih problema u inZenjerstvu i znanosti. Numericka simulacija prevodi bitne
aspekte fizikalnog problema u diskretni matematicki opis koji se rekreira 1 rjeSava na
racunalu gdje se virtualno otkrivaju i promatraju fenomeni prema potrebi. Bez tradi-
cionalnog pristupa uvodenja slojeva pretpostavki i aproksimacija, moderni numericki
pristupi problem savladavaju direktno, u svim detaljima i bez previSe pretpostavki,
koriste¢i pomoc¢ rastuce racunalne moéi. Numericka simulacija nudi alternativu znans-
tvenim istraZivanjima, skupim i vremenski zahtjevnim eksperimentima u laboratoriju
ili na lokaciji. Numericki alati mogu biti korisniji za dobivanje potpunijih informacija
koje je inace teSko mjeriti. Numericka simulacija uz pomo¢ ra€unala ima vaZznu ulogu
u provjeri teorija i nudi uvid u rezultate eksperimenata te asistira u interpretaciji i ot-
krivanju novih fenomena. Dodatno, sluzi kao most izmedu eksperimentalnih modela i
teoretskih predvidanja.

Postupak stvaranja numeric¢ke simulacije prema (Liu i Liu (2003)) je:
1. promatranje fizikalnog fenomena - pojednostavljivanje i izvlacenje bitnog

2. matematicki model - jednadzbe upravljanja (obic¢ne diferencijalne jednadzbe,

parcijalne diferencijalne jednadZbe)
3. diskretizacija domene - resetka, Celije, Cvorovi ili Cestice

4. numericki algoritmi - poCetni uvjeti i uvjeti na granici (za granicu se uzima da
pripada idealnom krutom tijelu), numericka diskretizacija, aproksimacija dife-

rencijalnih jednadzbi ili algebarsko rjeSavanje jednadzbi

5. programska implementacija - racunalna preciznost, brzina i memorija, robus-

nost i lakoca koriStenja



6. numericka simulacija

Obicno numericka simulacija problema iz domene racunalne dinamike fluida obu-

hvaca sljedece faktore:
1. jednadzbe upravljanja
2. uvjeti na granici i pocetni uvjeti
3. diskretizacija domene
4. numericka diskretizacija

5. numericko rjesavanje rezultantnih algebarskih jednadzbi ili obi¢nih dife-

rencijalnih jednadzbi

2.1.1. Podjela metoda

Kada se promatra gibanje kontinuuma kao $to je fluid ili deformabilno tijelo, postoje
dvije vrste pristupa, Lagrangeov i Eulerov. Pretpostavka kontinuuma znaci da je za
svaku to¢ku domene definirana vrijednost atributa, koja se moze dobiti interpolacijom
vrijednosti iz susjednih to€aka iz prethodno diskretizirane domene.

Lagrangeov pristup tretira kontinuum kao oblak Cestica koje se gibaju kao fluid
ili tijelo. Svaka tocka fluida ili tijela promatra se kao odvojena Cestica s vlastitim fi-
zikalnim atributima. Eulerov pristup znatno je drugaciji i obicno se koristi za fluide.
Umjesto pracenja svake Cestice, promatraju se fiksne toCke u prostoru i kako se atri-
buti fluida, kao Sto su gustoca, brzina i temperatura, u njima mijenjaju s vremenom.
Numericki, Lagrangeov pristup odgovara koriStenju sustava Cestica, poznatom kon-
ceptu u racunalnoj grafici, s koriStenjem dodatne ili bez reSetke koja povezuje Cestice,
a Eulerov pristup odgovara koriStenju fiksne reSetke predstavljene viSedimenzionalnim
nizom ¢iji elementi ne mijenjaju svoje pozicije u vremenu. Eulerov pristup sluzi za jed-
nostavnije raCunanje prostornih derivacija kao Sto su gradijent tlaka i sila viskoznosti
u odnosu na ra¢unanje istih u oblaku Cestica.

Prije formulacije metode materijalne tocke, koja koristi hibridnu formulaciju mo-
dela fluida, korisno je prvo promotriti dvije Ciste metode i njihove kjune koncepte
koje koristi i metoda materijalne tocke. Prije samih metoda, potrebno je definirati

Navier-Stokesove jednadZbe za Cije rjeSavanje su te metode osmisljene.



2.2. Navier-Stokesove jednadzbe

Navier-Stokesove jednadzbe opisuju gibanje viskoznog fluida. Fluidi se opisuju ska-
larnim poljem gustoce p, skalarnim poljem tlaka p, a tradicionalna oznaka za vektorsko
polje brzine je . Prva jednadzba formulira zakon ouvanja mase, a u tradicionalnom
zapisu za nestlacivi fluid glasi:

V.U =0. 2.1)
Druga jednadzba formulira zakon oCuvanja koli¢ine gibanja:

%—?+7-v7+%vp:uv.vﬁ+7. (2.2)
Gdje v predstavlja kinemati¢ku viskoznost i govori koliko je unutarnje trenje Cestica
fluida, a 7 su vanjske sile od kojih je najjednostavniji primjer gravitacija.

JednadZzba (2.1) govori da je gradijent brzine jednak nuli. Naime kada bi gradijent
brzine bio razli¢it od nule, s obzirom na to da brzina ne postoji bez neke mase koja
se giba, postojale bi tocke koje djeluju kao njeni izvori i ponori. U izvorima bi masa
naizgled nastajala, a u ponorima nestajala Sto ocito nije slucaj u stvarnosti. Ovu jed-
nadZbu je trivijalno zadovoljiti koriStenjem sustava Cestica ali znatno je sloZenije ako
se koristi Eulerov prikaz fluida. JednadZba (2.2) govori da se brzina mijenja u vremenu
u ovisnosti 0 samoj brzini, tlaku, viskoznosti i vanjskim silama.

Ovaj oblik jednadzbi ne koristi se direktno nego predstavlja jednadZbe upravljanja -
specifikaciju koja mora biti zadovoljena. Razli¢ite metode krec¢u od jednadzbi u ovom

obliku ali ih diskretiziraju koristeci vlastite pretpostavke o modelu.

2.3. Hidrodinamika zagladenih Cestica

Metoda hidrodinamike zagladenih Cestica (eng. Smoothed Particle Hydrodynamics;
SPH) izvorno je osmiS$ljena za primjene u astrofizici Gingold i Monaghan (1977) i
promatranje gibanja nebeskih tijela, a kasnije je postala popularna za simulaciju flu-
ida. Formulacija SPH dijeli Cesto se dijeli u dva klju¢na dijela. Prvi dio je aproksima-
cija jezgrenom funkcijom, a drugi je aproksimacija Cesticama. Jezgrena aproksimacija
funkcije je integral umnosSka proizvoljne funkcije i zadane jezgrene funkcije koja se
Cesto naziva i funkcija zagladivanja ili potporna funkcija. Aproksimacija Cesticama je
suma svih jezgrenih aproksimacija neke Cestice i njenih susjeda. Drugim rije¢ima, radi
se o modelu Cestica-Cestica Lagrangeove prirode gdje jezgrena funkcija opisuje jacinu

utjecaja neke Cestice na druge Cestice u prostoru oko sebe.



Kako bi neka funkcija bila koriStena kao jezgrena za model SPH, mora zadovolja-
vati sljedece uvjete Liu i Liu (2010):

— Mora biti normalizirana na svojoj domeni:
/ Wi(x —x', h)dx' =1, (2.3)
Q
gdje je W funkcija, €2 njena domena, x srediste Cestice, a x’ tocka u domeni

funkcije.

— Trebala bi biti kompaktna - za dovoljnu udaljenost od Cestice treba se evaluirati
u nulu:
Wi(x—x")=0, za|x — x| > kh, 2.4

gdje je h radijus zagladivanja, a  faktor skaliranja. |x — x’| < kh definira S -

jezgrenu ili potpornu domenu funkcije.

— Mora biti nenegativna na svojoj domeni:

W(x—x')>0,vx' €. (2.5)

Vrijednost funkcije treba se monotono smanjivati udaljavanjem od Cestice:

Vx1', %o € Q
Ix —x1'| > |x — x| =

Wi(x—x1",h) < W(x—x3',h). (2.6)

Trebala bi zadovoljavati svojstvo Diracove delta funkcije kada radijus zagladi-
vanja teZi u nulu:
lim W (x — x',h) = §(x — x). (2.7

h—0

Trebala bi biti parna, odnosno simetri¢na:

W(x—x',h)=W(—x+x/,h). (2.8)

Trebala bi biti dovoljno glatka radi bolje aproksimacije.

Slika 2.1 prikazuje SPH jezgrenu funkciju sa srediStem u Cestici ¢ s odgovarajuéim
simbolima.
U nastavku je dana SPH formulacija iz Bridson i Miiller-Fischer (2007). Krece se
od Navier-Stokesovih jednadZzbi zapisanih u neSto drugacijem obliku u odnosu na (2.1)
1(2.2):
dp

e +V-(pv) =0, (2.9)



Slika 2.1: Graficki prikaz SPH jezgrene funkcije. Izvor: Liu i Liu (2010).

0
P (8_‘1: +v- Vv) = —Vp+ uV3v + pg. (2.10)

Popularni izbor jezgrene funkcije je poly6 jezgra jer se udaljenost pojavljuje samo u

obliku kvadrata i ne koriste se korijeni:

315 | (B2 =723, 0<r<h

Whatys (1) = 5 .

(2.11)
inace

Zakon oCuvanja mase (2.9) automatski je zadovoljen jer se unutar samog postupka ne
mijenja broj niti masa pojedinih Cestica. Izraz %—: +v-Vviz (2.10) moZe se zamijeniti
S %‘t’ jer se Cestice kroz vrijeme gibaju s fluidom, odnosno advekcijski izraz v - Vv
moZze se izostaviti u slucaju sustava Cestica. Za preostale ¢lanove iz (2.10) primjenjuje
se SPH pravilo na pojedinacne ¢lanove izraza nakon Cega je potrebno rezultat uciniti
simetri¢nim, jer jednaka sila mora vrijediti od Cestice ¢ prema Cestici j 1 obrnuto. Za-

gladena polja A, proizvoljnih atributa A; Cestica racunaju se uz sljedece pravilo:

A
A(x) = m =W (|x — x)), (2.12)
~ P
Ciji je gradijent jednak:
A
VA, (x) = ijp—]VWﬂx—x’]). (2.13)
; J

J



Primjena SPH pravila na izraz —Vp iz (2.10) uz korekciju radi simetrije daje izraz za

silu tlaka:

gk — Y mjpi; Pigw (|x — x'|). (2.14)
, P
J

Tlak nije atribut Cestica pa je za evaluaciju (2.14) potrebna jednadzba idealnog plina:

p=k(p—po), (2.15)

gdje je k konstanta plina ovisna o temperaturi, a pg gusto¢a, odnosno pritisak okoline.
Primjena SPH pravila na izraz ;V?v iz (2.10) uz korekciju daje izraz za silu vi-

skoznosti:

fiviskoznost = u Z m; Vi — Vi VQW(|X _ X’D_ (2.16)

g J

Moguca interpretacija (2.16) je da Cesticu ¢ promatramo u njenom referentnom okviru
gdje ju okolina ubrzava u svom relativnom smjeru.

Na kraju se bez primjene SPH pravila dodaju vanjske sile kao Sto su gravitacija,
sile uslijed sudara ili sile koje su rezultat interakcije korisnika sa simulacijom. Iz
mase Cestice i akumulirane sile racuna se akceleracija iz ¢ega se dobivaju nova brzina
1 pozicija Cestice (plu-implicitni Eulerov postupak numericke integracije).

Za potrebe izvodenja u stvarnom vremenu, moguce je Koristiti stablo za partici-
oniranje prostora kako bi traZenje susjednih Cestica bilo slozenosti O(logN). Vise
kompromis nego optimizacija, u izraunu se moze uzeti maksimalno k£ € Z, k > 0
Cestica umjesto svih u susjedstvu za potrebe u stvarnom vremenu, npr. u racunalnim

igrama.

2.4. Stabilni fluid

U ovom poglavlju ukratko je opisana metoda iz Stam (2003), formalnije definirana
u Stam (1999). Cesto se naziva i metodom stabilnog fluida. Radi se o jednostav-
noj Eulerovoj metodi koja Zrtvuje preciznost ali zauzvrat ima mogucnost izvodenja u
stvarnom vremenu bez paralelizacije zbog Cega je stekla veliku popularnost u podru-
¢ju racunalne animacije 1 racunalnim igrama dok je raCunalna moc¢ bila ogranicena.
Unaprijedene inacice algoritma implementirane su u programu Maya (kasnije Auto-
desk Maya). Izvorni kod u jeziku C za dvije dimenzije dostupan je u Stam (2003).
Algoritam se lako moZe proSiriti i na tri dimenzije.

Prostor se dijeli na uniformnu reSetku veli¢ine N i dodaju se rubne ¢elije za pro-

vjeru uvjeta na granici koje se ne iscrtavaju (slika 2.2). Rubne Celije sluZe za racunanje



sudara s granicom domene. Potrebno je onoliko slojeva rubnih ¢elija koliko u postupku
jednoj Celiji treba susjeda iz pojedinog smjera za raCunanje iduceg stanja. ReSetka se
moZe promatrati kao da su u srediStima celija nepomicne Cestice za koje su definirani

atributi.

N+1

N-1

B
B
»
L
"
»
.
»
0

—

2 N-1 N N+1

Slika 2.2: Nepomicne Cestice unutar sredista Celija uniformne reSetke s dodanim ¢elijama na
rubu. Izvor: Stam (2003).

U kontekstu Eulerovim metoda, za atribute Celija se ne koristi izraz masa nego
gustoéa. Svaka Celija ima svoj volumen i promjenjivu masu pa je prirodnije koris-
titi gustocu. Gibanje gustoée krece od pocetno distribuirane gustoce na koju djeluju
vanjski izvori, difuzija i na kraju se vrS$i pomak u smjeru nove brzine. Izvorni rad de-
finira postupak uz implicitni Eulerov postupak integracije, koji je stabilan i za velike
vremenske korake potrebne za izvrSavanje u stvarnom vremenu.

Difuzija je spontano rasporedivanje gustoce iz jedne Celije u susjedne (slika 2.3),
odnosno jedna Celija teZi prema prosjeku svojih susjeda. Raspisano za sve Celije u
reSetci, dobiva se linearni sustav. U izvornom radu za rjeSavanje linearnog sustava
koristi se Gauss-Seidelova metoda uz 20 iteracija. Dodatno, jacina difuzije gustoce
se kontrolira parametrom koji ujedno sluzi za prigusivanje rjeSenja ¢ime se koli¢ina
gustoée sveukupno smanjuje i zakon oCuvanja mase ne vrijedi ako se za jacinu difuzije
uzme faktor veéi od nule, ali zato je postupak garantirano stabilan.

Gauss-Seidelova metoda iterativni je postupak koji sluZi za rjeSavanje linearnih



Slika 2.3: Difuzija izmedu susjednih Celija. Izvor: Stam (2003).

sustava oblika Ax = b. Matrica A se dekomponira u oblik A = L, + U, gdje
je L. donja trokutasta matrica, a U strogo gornja trokutasta. Matrice Lx i U di-
rektno su zapisane u matrici A i nije ih potrebno posebno racunati. RjeSenje sus-
tava tada ima oblik x**! = L_'(b — Ux*). Formula po elementima glasi =" =

i
- (bi - 22;11 D D aijx§?> ;i = 1,2,...,n. Zbog &lana Z;;ll azzit
elementi rjeSenja moraju se racunati slijedno i algoritam se ne moze paralelizirati.
Poznati su dovoljni ali ne i nuZni uvjeti za konvergenciju postupka. Postupak moze
konvergirati 1 kada ti uvjeti nisu zadovoljeni. Stoga algoritam opisan u ovom poglavlju
unutar Gauss-Seidelovog rjeSavaca priguSuje rjeSenje u svakom koraku kako bi ko-
nvergencija bila garantirana.

Moguca alternativa je Jacobijeva metoda koja se moze paralelizirati. Jacobijeva
metoda matricu A dekomponirau A = D + L + U gdje je D dijagonalna matrica, L
donja trokutasta i U gornja trokutasta matrica. RjeSenje ima oblik x**! = D~}(b —
(L+U)x"), a formula po elementima je z¥*! = o~ (bi — > aijx;‘?> d=1,2...,n.

Nakon difuzije slijedi advekcija - gibanje atributa u smjeru brzine (slika 2.4). Drugi
nazivi za advekciju su konvekcija 1 transport. Ideja je promatrati srediSta Celija kao
Cestice koje se gibaju i gledati gdje ¢e zavrsiti pa ih vratiti nazad u reSetku ali nije ba$

jasno kako to implementirati na jednostavan i efikasan nacin jer takav postupak nije



-

Slika 2.4: Advekcija gustoce u smjeru vektorskog polja brzine. Izvor: Stam (2003).

stabilan (eksplicitni Eulerov postupak). Ovaj algoritam umjesto toga promatra Cestice
koje bi u jednom vremenskom koraku gibanjem u smjeru brzine zavrSile u srediStu
¢elija iz trenutnog koraka. Stoga su potrebne dvije resSetke, jedna u kojoj su vrijednosti
atributa iz prethodnog koraka i jedna u koju se spremaju trenutne vrijednosti. Pozicija
Cestica koja se dobije promatra se na reSetci iz prethodnog koraka 1 koliCina atributa
koju ta Cestica nosi dobije se linearnom interpolacijom Cetiri Celije najblize toj tocki.
Sama pozicija tih Cestica dobiva se rjeSavanjem linearnog sustava Gauss-Seidelovom
metodom na isti nacin kao i za difuziju.

Na brzinu djeluju vanjske sile, viskozna difuzija 1 samo-advekcija. Viskozna difu-
zija ista je kao ona za gustocu ali za jacinu difuzije i priguSivanje rjeSenja koristi drugi
parametar - faktor viskoznosti, odnosno viskoznost smanjuje ukupnu koli¢inu gibanja
s vremenom. Samo-advekcija ista je kao za gustocu, a znaci da se vektorsko polje
brzine giba u smjeru samog sebe. S obzirom na to da je brzina vektorsko polje, za
razliku od gustoce koja je skalarno, potreban je dodatan korak koji se zove projekcija
1 popravlja dobiveni rezultat. Koriste¢i Helmholtz-Hodgeovu dekompoziciju, svako
dovoljno glatko vektorsko polje moze se rastaviti u zbroj dva posebna polja - jedno
gradijentno (bez vrtloZenja) i1 drugo konzervativno (nestlacivo, bez divergencije), kao
Sto je prikazano na slici 2.5. Gradijentno polje moZe se promatrati kao visinska mapa,
dok je u konzervativhom polju visina u svakoj tocki jednaka pa izgleda spljoSteno u
odnosu na izvorno - otuda naziv projekcija. Operacija projekcije uklanja gradijent
1z vektorskog polja brzine kako je specificirano u (2.1), a vizualni rezultat su vrtlozi
unutar fluida. Pokazuje se da je potrebno oduzeti gradijent tlaka kako bi se dobilo
traZeno vektorsko polje brzine koje ¢uva masu, a taj gradijent se dobiva rjeSavanjem
Poissonove jednadZbe.

U jednom koraku simulacije prvo se izvrSavaju sve operacije nad poljem brzine
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Slika 2.5: Helmholtz-Hodgeova dekompozicija. Rastav vektorskog polja s lijeve strane jedna-

kosti u zbroj konzervativnog (lijevo) i gradijentnog polja (desno). Izvor: Stam (2003).

gdje se obavlja difuzija pa advekcija po pojedinacnim prostornim komponentama. Na-
kon svake operacije koja mijenja brzinu potrebno je obaviti projekciju jer se ne moze
nastaviti s neispravnim rezultatom. Na kraju se obavlja difuzija i razmjena gustoce
medu Celijama. Nakon svake velike operacije potrebno je provijeriti uvjete na granici i
korigirati rezultat. Uvjeti su da horizontalna komponenta brzine uz vertikalne zidove
treba biti nula i obrnuto, vertikalna komponenta brzine treba biti nula uz horizontalne

zidove. Uvjeti na granici su detaljnije razradeni u poglavlju 5.
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3. Metoda materijalne tocke

Potreba za racunalnom efikasno$¢u, slozenom promjenom topologije i numerickom
stabilnoS¢u doveli su inZenjere do hibridnih Lagrange-Eulerovih metoda. Metoda ma-
terijalne toCke ili metoda tocke materijala (eng. Material Point Method, MPM) kom-
binira Lagrangeov sustav Cestica s Eulerovim Kartezijanskim reSetkama. Metoda se
javlja kao generalizacija PIC (eng. Particle In Cell) 1 FLIP (eng. Fluid Implicit Parti-
cle) metoda na mehaniku ¢vrstih materijala. FLIP metoda je poznata kao koristan alat
za simulaciju teku¢ina. Metoda materijalne tocke predstavljena je relativno nedavno.

Metoda materijalne tocke pokazala se ucinkovitom za simulaciju niza fizikalnih
fenomena, ukljucujuci tekucine, hiperelasticne materijale, snijeg, pijesak, ali i sloze-
nije fenomene poput kaljenja i smrzavanja. Metoda implicitno podrzava sudare medu
Cesticama i razdvajanje Cestica materijala kroz pozadinsku Eulerovu resetku.

Stroze govoreli, metoda materijalne tocke spada pod Lagrangeove metode, ali ko-
risti Eulerovu reSetku za racunanje derivacija. To uklanja potrebu za povezivanjem
Cestica Lagrangeovom reSetkom radi racunanja derivacija, koja bi se zapetljala uslijed
velikih deformacija u odnosu na pocetnu konfiguraciju. Ovo omogucava simuliranje
Sireg spektra materijala u odnosu na Cisti Lagrangeov pristup. Eulerov aspekt omogu-
¢ava prirodno tretiranje topoloSkih promjena i sudara, kako medu Cesticama, tako i s
drugim objektima, medutim gubi se dio preciznosti.

Prednosti MPM metode kao hibridnog pristupa u odnosu na tradicionalne Lagran-

geove i Eulerove postupke su sljedeci:

— MPM omogucava fizikalno ispravnu i preciznu diskretizaciju fizikalnih zakona.

— Uyvjeti na granici, sudari s ¢vrstim tijelima i vanjske sile mogu se primjenjivati

1 na reSetci 1 na Cesticama.

Automatski sudari i kontakt izmedu Cestica.

Automatska ponaSanja rastavljanja ili lomljenja i spajanja. Ovo je korisno za

fluide i zrnate materijale.

Automatske interakcije izmedu viSe materijala mogu se posti¢i davanjem razli-
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Citih svojstava Cesticama ili koriStenjem razliCitih konstitutivnih modela - jed-

nadzbi koje opisuju materijal.

— MPM se moze koristiti za simulaciju Lagrangeovih sila baziranih na resetci
bez gubitaka ostalih prednosti. Ovo omoguéava interakciju objekata koji su
bazirani na Cesticama 1 objekata baziranih na reSetci, a sudari se obavljaju auto-
matski.

Kinematika se odnosi na proucavanje gibanja nastalih u materijalima kontinuuma.
U srediStu pozornosti je promjena oblika, odnosno deformacija. Deformacija se moZze
promatrati lokalno ili globalno, u razli¢itim koordinatnim sustavima. Opisivanje giba-
nja 1 deformacije izuzetno je bitno za izvod jednadZzbi upravljanja i odziva materijala.

U mehanici kontinuuma, deformacija se prikazuje koriStenjem prostora materijala
(bez deformacije) X, prostora svijeta (s deformacijom) x i preslikavanjem iz lokalnog
u globalni prostor ¢( X, t). Drugim rije¢ima, preslikavanje ¢(X,t) : Q° — QF opisuje

gibanje svake toCke materijala kroz vrijeme u odnosu na pocetnu poziciju X

z=x(X,t)=¢(X,1). (3.1)

Oznaka Q° predstavlja to¢ke materijala u pocetnoj konfiguraciji, a Q2 u trenutku
t. Ovo preslikavanje istovjetno je konceptu matrice preslikavanja u raCunalnoj grafici.
Objekt u nekom pocetnom stanju moze biti skaliran, rotiran i translatiran, a ukupno
gibanje se moze prikazati umnoskom tih matrica. Ta kona¢na matrica je upravo defor-

macijska mapa. Dalje, brzina neke tocke materijala X u trenutku ¢ dana je jednadZzbom

VX1 = 220X 0 (32)
dok je akceleracija
A(X t) = @(X t) (3.3)
o '

Brzina V' i akceleracija A definirani izrazima 3.2 i 3.3 zasnivaju se na Lagrange-
ovom pogledu. To zna¢i da se mjere nad pojedinaénim &esticama. Cestica ima svoju
masu i volumen.

Prva derivacija, Jakobijan preslikavanja ¢ od velike je vaznosti i oznacava se kao F'.
F’ se naziva deformacijskim gradijentom, F' = g—;}. Deformacijski gradijent predstav-
lja lokalnu deformaciju materijala - odnos izmedu susjednih tocaka, slika 3.1. Neka su
x? i ) dvije toCke u pocetnoj konfiguraciji materijala, a ; i ; u trenutnoj konfigu-
raciji. Tada vrijedi (zy — ;) = F(xJ — x9).

Cesto je koritena i determinanta od F', oznake J, J = det(F'). J predstavlja

omjer trenutnog i pocetnog volumena. Za kruta gibanja (translacija i rotacija) F' je
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Slika 3.1: Graficki prikaz deformacijskog gradijenta. Izvor: Jiang et al. (2016)

rotacijska matrica i vrijedi J = 1. J > 1 znaci da se volumen povecao, a J < 1 da se
volumen smanjio.

Kod jednadzbi upravljanja i zakona oCuvanja koli¢ine gibanja, veliku ulogu imaju
stres 1 naprezanje materijala. Stres i naprezanje povezani su konstitutivnom relacijom,
koja se naziva i konstitutivnim modelom ili funkcijom gustoce energije naprezanja.
Sli¢no kao $to u elementi u strujnim krugovima imaju svoju strujno-naponsku karakte-
ristiku koja modelira odziv elementa, tako konstitutivna relacija daje odziv materijala
karakteriziran stresom i naprezanjem.

Relacija stresa i naprezanja Cesto se iskazuje preko deformacijskog gradijenta i pr-
vog Piola-Kirchhoff stresa P zbog prirodnih oznaka u prostoru materijala. Neka je
U(F') funkcija gustoée elasti¢ne energije. Rezultat funkcije W(F') je skalar, a dizaj-
nirana je da kaZnjava odstupanje od krute deformacije (translacija i rotacija). Tada
vrijedi

ov
P = T (3.4)

P je matrica istih dimenzija kao F'. U inZenjerskoj literaturi Cesto se koristi i

Cauchyjev stres o, koji je povezan s 3.4 preko relacije
o 1 T+ 1 0V 1
J det(F') OF

PonasSanje materijala definirano je interakcijom preslikavanja ¢ i stresa o ili P.

(3.5)

Relacija g—l‘{i predstavlja promjenu elasti¢ne energije uzrokovanu promjenom deforma-

cijskog gradijenta. Razli¢iti materijali imat ¢e drugacije definiranu funkciju ¥ ¢ime se

u konagnici definira njihov odziv 2%.
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PonaSanje nekih materijala nije u potpunosti elasti¢no nego ima i plasticnu kom-
ponentu. Na primjer, tanka metalna Zica namotana u spiralu predstavlja plasticnu de-
formaciju, a titranje te opruge je elasticno. Deformacijski gradijent se moze razloZiti

na elasti¢ni 1 plasti¢ni dio

F =FyFp. (3.6)

Plasti¢ni dio deformacijskog gradijenta F'p predstavlja dio povijesti materijala koji je
zaboravljen. Metalna Zica namotana u spiralu ponaSat ¢e se kao da je oduvijek bila
opruga. Medutim, lagana kompresija dovodi do naprezanja i elasti¢ne deformacije.
Opruga pamti ovu deformaciju i pokuSava ju ponistiti. Puna povijest metalne Zice sa-
drzana je u namotavanju u oblik opruge F'p i kompresiji F'g. Elasti¢ni odziv je funk-
cija jedino F'p komponente. Lokalna deformacija sadrzana u F'p je trajna i predstavlja
novi oblik mirovanja. F'p moZe utjecati na druge parametre modela materijala, u kon-
tekstu zrnatih materijala radi se o stvrdnjavanju. Uz plasti¢nost, ¥ (F') naziva se funk-
cijom gustoce elasto-plasti¢ne potencijalne energije, a g% naziva se elasto-plasticnom
konstitutivnom relacijom.

JednadZbe kojima se upravlja promjenom deformacije ¢(X) su zakon oCuvanja

mase
Dp
— =0 3.7
T (3.7)
zakon oCuvanja koli¢ine gibanja
Dv
— =V 3.8
P Dy o+ g, (3.8)
1 konstitutivna relacija
== . 39

Diskretizacija jednadZzbi upravljanja u kontekstu metode materijalne tocke slozen je
postupak i u nastavku ¢e biti dan samo konacni rezultat. U nastavku je dana formulacija
metode materijalne tocke iz (Jiang et al. (2016)).

Metoda materijalne to¢ke zahtijeva C'! kontinuitet interpolacijske funkcije radi iz-
bjegavanja nestabilnosti uslijed prijelaza Cestica izmedu Celija. Interpolacijske funk-
cije koje se koriste u praksi su jednodimenzionalni kvadratni ili kubni B-splajnovi
(slika 3.2) 1 njihov dijadski produkt. Smatra se da kubni daje bolje vizualne rezultate
ali ponesto je skuplji za izraCun. U literaturi i programskim matematickim knjiZicama
za dijadski produkt moZe se naci i naziv vanjski produkt - kada dva vektora mnozenjem

daju matricu.

15



Slika 3.2: Kvadratni (crveno) i kubni (plavo) splajn. Izvor: Jiang et al. (2016)

Kvadratni B-splajn dan je formulom

S|z, 0<l|a[ <}
Nkvadratna(x) = %(% — |I|)2, % < |x] < % s (310)
0, % < ||
a kubni formulom
Yol = J2)* + 2, 0< el <1
Niubna(@) = § (2 — |z])?, 1<|z| <2 (3.11)
0, 2 < |z
Tada je jezgrena funkcija definirana kao
1 1 1
Ni(z,) = N(ﬁ(xp - Jii))N(g(yp - Z/z'))N(E(Zp - zi)), (3.12)

Gdje je h udaljenost izmedu évorova resetke, ¢ ¢vor, p Cestica, a ® = (x, y, z) odgova-

rajua pozicija. Gradijent jezgre definira se formulom

N Gy — 2) )N (3 (4 — 9) )N (5 (2 — 1))
VNi(zp) = | N(5(zp — )5 N' (G (0 — 4N (5 (2 — 21)) (.13)
N (5 (xp = 2))N (5 (p — 4)) 5 N' (5 (2 — 2)

Gdje je'N(z) prva derivacija funkcije N(x). Umjesto NV;(x,) koristi se skraceni zapis
w;p, a umjesto Vw;, koristi se zapis Vw;,. Zapis N(x) i VN (x) oznacava da se radi

o funkciji, a wyy, 1 Vw;), je funkcija evaluirana za udaljenost izmedu Cvora ¢ i Cestice p.
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3.1. [Eksplicitna integracija kroz vrijeme

Najjednostavnija metoda integracije jednadZzbi upravljanja je eksplicitnim Eulerovim
postupkom. Postupak zahtijeva mali vremenski korak zbog manje stabilnosti u odnosu
na implicitni postupak. Medutim, implicitni postupak zahtijeva rjeSavanje nelinearnog
sustava, $to je znatno kompliciranije a mozZe biti 1 raCunski zahtjevno. U slucajevima
osjetljivih materijala, kao Sto su snijeg i pijesak, potreban je poprilicno malen ili ¢ak

adaptivni vremenski korak.

3.1.1. APIC prijenos

Za prijenose izmedu Cestica i reSetke postoji viSe metoda, ali APIC (eng. Affine Particle
In Cell) ima poZeljna svojstva i veliku stabilnost (Jiang et al. (2017)). Autori APIC
metode pokazuju da njihova metoda bolje ¢uva kutnu koli¢inu gibanja u odnosu na
ostale, a nudi i vecu stabilnost postupka u odnosu na linearne kombinacije PIC 1 FLIP
metoda.

Prijenos s Cestica na reSetku je

m; = Z WipMy, (3.14)
p

miv; = Y wymy (v, + By(D,) ™ (@ — x)), (3.15)

p

Gdje je B, akumulirani dijadski produkt brzina ¢vorova iz proslog koraka i odgovara-

jucih teZina, demonstriran kasnije u pseudokodu. D), je matrica dana izrazom
T
D, = Z wip(T; — ) (2, — ) (3.16)
i
i sluzi za oCuvanje afinog gibanja. Odgovarajuci prijenos nazad s reSetke na Cestice je

v, = Z Wip; (3.17)

B, =) wpvi(m —x,)" (3.18)

Matrica D), poprima jednostavan oblik kada se koriste kvadratni (D, = %QI ) 1 kubni
(D, = h—;I ) B-splajn za interpolaciju. Tada je i inverz matrice trivijalan. U literaturi

je moguce naci umnozak B,(D,)"! zamijenjen jednom matricom C,.
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3.1.2. Azuriranje deformacijskog gradijenta

Na pocetku svakog koraka, lokacije ¢vorova na reSetki su nedeformirane. Deformacij-

ski gradijent se aZurira koriStenjem gibanja na resetci pravilom
Pl = (I + At Z o (V) )F;, (3.19)
gdje >, v (Vw;,) " odgovara gradijentu brzine Vot

3.1.3. Azuriranje stanja

Integracija polu-implicitnim Eulerovim postupkom nad resetkom implicira

v T = o] + Atfi(x]) /mi, (3.20)

!t =zl + Atol (3.21)

3.1.4. Akumuliranje sile

Ukupna potencijalna elasti¢na energija dana je izrazom

e=Y VU, (F,), (3.22)
p

gdje je V;,O pocetni volumen Cestice p. Elastina sila nad ¢vorovima je tada negativni

gradijent ukupne potencijalne elasti¢ne energije evaluirana u pozicijama ¢vorova

— 0 n
fi(x) = 8:@ ZV ( )))(F ) V. (3.23)
U slucaju polu-implicitnog Eulerovog postupka, izraz za silu je

fi=Ffilxp) ==Y VO( ) (F7)'Vw], (3.24)

koji potpuno ovisi o trenutnim, poznatim vrijednostima. Alternativno, izraz za silu se

moze zapisati koriStenjem Cauchyjevog stresa

fi = fi@)) ==Y VyopVuj, (3.25)
p
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3.1.5. Algoritam metode materijalne tocke za eksplicitni postupak

U nastavku je dan potpuni algoritam metode materijalne tocke za integraciju polu-
implicitnim Eulerovim postupkom. Cestice se na po&etku ispravno inicijaliziraju -
moraju imati definiranu masu i volumen, imaju pocetnu poziciju i brzinu, a deformacij-
ski gradijent je matrica identiteta. Potrebno je postaviti 1 ostale konstitutivne parametre
modela, a matrice B, i A, sunul-matrice. PoCetni volumen Cestica moZe se odrediti iz
volumena pocetnog oblika (npr. kugla ili kvadar) i ukupnog broja Cestica, ali preporu-
cuje se napraviti prijenos mase s reSetke na Cestice i izracun volumena (samo jednom,
kod pocetne konfiguracije). Prvi nacin rezultira jednolikim Cesticama, dok drugi unosi
laganu varijaciju. Masa se u prvom slucaju racuna iz pocetnog volumena i gustoce

materijala.

1. Prijenos informacija s Cestica na reSetku (eng. Particle to Grid); P2G). Prema

APIC metodi, prijenos atributa Cestica p u Celiju ¢ dan je izrazima 3.14 1 3.15.

2. Izracun brzine na reSetci. Koristenjem izraza:

v, = Y% (3.26)

my;

Za Celije koje imaju masu jednaku 0, m; i v; ru¢no se postavljaju u 0. Ispos-
tavlja se da nije potrebna klasi¢na usporedba za realne brojeve je li masa ispod
nekog praga, nego treba usporedivati direktno s 0.0. U praksi ¢e dijeljenje malom
masom biti balansirano malenim teZinskim faktorom kod vracanja informacija
nazad na Cestice. Postavljanje nekakvog praga za masu bi ¢ak moglo dovesti do

gubitaka koli¢ine gibanja.

3. Brojanje stupnjeva slobode. Ovaj korak je bitan zbog efikasnosti. Kao broj
stupnjeva slobode uzimaju se éelije s masom razli¢itom od 0. Celije s masom
jednakoj 0 se ne mijenjaju i ne tretiraju se kao nepoznanice. Za njih nije potrebno

provoditi izracune.
4. Racunanje sile na resSetci. Koristenje formule 3.24.

5. AZuriranje brzine i provjera uvjeta na granici. Polu-implicitni Eulerov pos-
tupak za racunanje nove brzine za ¢vorove, izraz 3.20. U ovom koraku dodatno
treba provjeriti uvjete na granici i korigirati brzine zbog sudara i trenja. Ovaj dio

je detaljnije objaSnjen u poglavlju 5.

6. Azuriranje deformacijskog gradijenta Cestica. KoriStenjem izraza 3.19. Gi-

banje ¢vorova je imaginarno i ne mijenja stanje resSetke, samo brzine se spremaju.
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7. Prijenos resetke na cestice (eng. Grid to Particle; G2P). Prema APIC metodi,

prijenos iz éelija ¢ u Cesticu p, izrazi 3.17 1 3.18.

8. Advekcija Cestica. Polu-implicitni Eulerov postupak nad Cesticama, izraz 3.21.
Cestice se mogu ovako advektirati samo kod koristenja APIC metode. Kod ko-
riStenja FLIP ili linearne kombinacije PIC 1 FLIP metoda, na Cestice se prenose
advektirane pozicije s reSetke :132“ =>, a:?“wip. Oba nacina su ekvivalentna
kod APIC metode i svejedno je koji se koristi.
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3.1.6. Pseudokod algoritma, Cestice i ¢vora reSetke

U ovom dijelu je dan pseudokod za apstraktnu Cesticu (pseudokod 1), Evor resetke (pse-
udokod 2) i korak metode materijalne tocke (pseudokod 3). Algoritam sadrzi dio za
jednostavnu implementaciju adaptivnog vremenskog koraka. Nakon $to se prenesu in-
formacije s Cestica na reSetku, promatra se maksimalni pomak ¢vora na reSetci. Omjer
najveéeg dozvoljenog pomaka i maksimalnog pomaka na reSetci odreduje novi vre-
menski korak koji se koristi u nastavku algoritma, za integraciju u polu-implicitnom
Eulerovom postupku. Ovaj korak nije nuZan za veéinu materijala, ali je potreban za
osjetljive zrnate materijale kao Sto je pijesak. Dodatno, za aZuriranje pozicija Cestica i
deformacijskog gradijenta koristi se brzina nakon sudara, a na reSetci se koristi brzina
nakon trenja. KoriStenje brzine nakon trenja za Cestice dovodi do nestabilnog pona-
Sanja kod implicitne integracije. Kod eksplicitne integracije je kod Cestica svejedno

koristi li se brzina nakon sudara ili nakon trenja.

Pseudokod 1 Cestica
1: ¢lanske varijable

V, — volumen
m, — masa

T, — pozicija

2

3

4

5: v, — brzina
6 B, — za APIC prijenos

7 A, — inkrement sile

8: end ¢lanske varijable

9

10: procedure DERIVACIJA_ENERGIJE( )

11: /IApstraktno, implementirati konstitutivni model za konkretni materijal
12: end procedure

13:

14: procedure AZURIRAJ_SILU( )

15: /I Apstraktno, implementirati za konkretni materijal

16: end procedure

17:

18: procedure AZURIRAJ_DEFORMACIISKI_GRADIENT(T, At)

19: /lApstraktno, implementirati za konkretni materijal

20: end procedure
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Pseudokod 2 Cvor

1:

2
3
4
5:
6
7
8
9

¢lanske varijable
T; — pozicija
m; — masa

mw; — koli¢ina gibanja

f; —sila

poslije_sudara
7
poslije_trenja
7

: end ¢lanske varijable

10:

11

12:
13:
14:
15:
16:
17:

v; — brzina nakon integracije

: procedure OBRADI_SUDARE(objekti, At)

poslije_sudara
i

for za svaki objekt o do

— vU;

0.OBRADI_SUDAR(< v}
end for
OBRADI_TRENJE( )

end procedure

18:

19

20:
21:
22:
23:
24:

: procedure OBRADI_TRENJE

oslije_trenja oslije_sudar
f Je_ J Y ,vg’ Je_

0.OBRADI_TRENJE(< v
end for

end procedure

poslije_sudara

a

poslije_trenja
%

— brzina nakon obrade sudara

— brzina nakon obrade trenja

>, V4, Iy, At)

for za svaki objekt o s registriranim sudarom do

poslije_sudara

>, vt

aviawi)
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Pseudokod 3 Korak metode materijalne to¢ke uz eksplicitnu integraciju

1: ¢lanske varijable

2: cestice — lista Cestica

3: resetka — viSedimenzionalni niz ¢vorova

4 N — interpolacijska krivulja

5: objekti — lista drugih objekata, za sudare

6: iteracija_po_koraku — pozitivni cijeli broj
7: Atcjijani — pozitivni skalar

8: ogranici_max_Ax — bool zastavica

9: A4, — maksimalni pomak, pozitivni skalar

10: end clanske varijable
11:
12: procedure KORAK( )

13: Atakumatirani < 0

14: prag <— iteracija_po_koraku X Atcijjon

15: for (i < 0; (ogranici_maz_Ax and At kymutirani < prag) or i < iteracija_po_koraku
;14— 1+ 1)do

16: PRUUENOS_CESTICA_NA_RESETKU( )

17: Atpovi < ODREDI_NOVI_VREMENSKI_KORAK( )

18: AZURIRANJE_STANJA_RESETKE(At,00i)

19: PRIJENOS_RESETKE_NA_CESTICE( )

20: AZURIRANJE_STANJA_CESTICA(Atnm)

21: RESETIRAJ_RESETKU( )

22: At gkumutirani < Dtakumutirani + Alnovi

23: end for

24: end procedure
25:
26: procedure PRIJENOS_CESTICA_NA_RESETKU( )

27: for svaku cesticu p do

28: p-AZURIRAJ_SILU()

29: for svaki ¢vor i u susjedstvu Cestice p do

30: My <— M; + WipMyp

31: mw; < mo; + wipmy,(v, + DBy (x; — @,))
32: fi fitwpA,

33: end for
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34.
35:

end for

end procedure

36:

37

38:
39:
40:
41:
42:
43:
44.
45:
46:
47:
48:
49:
50:
51:
52:
53:
54:
55:
56:
57:

: procedure ODREDI_NOVI_VREMENSKI_KORAK( )
if —ogranici_max_Ax then
return At ijqni
end if
Az, < 0
for svaki ¢vor i do
if m; = 0 then
preskoci cvor i
end if
v; < mv;/m;
a; < —f;/m; + gravitacija
V; — U; + a;Atcijani
i.OBRADI_SUDARE(objekti, Atcirjani)

poslije_sudara
Ax Atcﬂjam’vi
Ax_norma < ||Ax||

if Ax_norma > Az, then

Az, < Az_norma
end if
end for
return At AZmaz

ciljant “Ag,

end procedure

58:

59

60:
61:
62:
63:
64:
65:
66:
67:
68:
69:

: procedure AZURIRANJE_STANJA_RESETKE(A?)
for svaki ¢vor i do

if m; = 0 then

preskoci ¢vor i

end if

v;  mo;/m;

a; < —f,/m; + gravitacija

v; < v; + a;At

i.OBRADI_SUDARE(objekti, At)
end for

end procedure
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70:

71

72:
73:
74:
75:
76:
17:
78:
79:
80:

. procedure PRUENOS_RESETKE_NA_CESTICE( )
for svaku Cesticu p do

v, < 0

B, <+ Matrica_Nula(d,d)

for svaki ¢vor i u susjedstvu Cestice p do

poslije_trenja
i

Uy < Uy + WU
i
end for
end for

end procedure

81:

82

83:
84:
85:
86:
87:
88:
89:
90:
91:
92:

. procedure AZURIRANJE_STANJA_CESTICA(At)
for svaku Cesticu p do

z, < 0

T < Matrica_Nula(d,d)

for svaki ¢vor i u susjedstvu Cestice p do

poslije_sudara)
7

Ty < Ty + Wip(x; + Atw;yv
T « T + VANJSKI_PRODUKT(vP?"7e-5447¢ 7y, )
end for
p.AZURIRAJ_DEFORMACIISKI_GRADIJENT(T', At)
end for

end procedure

> d = dimenzija

B, + B, + VANJSKI_PRODUKT (0! 7qp, )

> d = dimenzija
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4. Modeli materijala

Kao $to je prethodno objaSnjeno, implementacija nekog materijala svodi se na defini-
ciju konstitutivnog modela %(F) 1 konstitutivnih parametara. U ovom poglavlju su

izneseni modeli
— vode (Pradhana et al. (2017)),
— hiperelasti¢nog materijala (Jiang et al. (2016)),
— snijega (Stomakhin et al. (2013)) 1
— pijeska (Klér et al. (2016), Pradhana et al. (2017)),

s odgovaraju¢im pseudokodom za implementaciju. Promatraju se modeli za imple-
mentaciju uz polu-implicitni Eulerov postupak. Implicitni modeli su sloZeniji i zahti-

jevaju dodatne korake.

26



4.1. Model vode

Voda se modelira kao gotovo nestlaciva, preko energije

W(J) = —k( S J). @.1)

ov 1

Deformacijski gradijent nije izravno dio modela pa ga ne treba spremati cijelog, nego

Njezina derivacija je

je dovoljna samo njegova determinanta. Tlak vode izravno je povezan s potencijalnom
energijom izrazom p = —g—tl]’(J ). Tlak je dizajniran tako da kruto kaZnjava promjenu
volumena vode, odnosno promjenu J. k je modul stlacivosti vode, a v element koji
viSe kruto kaZnjava velika odstupanja od nestlaCivosti J = 1. Implementaciju opisuje
pseudokod 4. Konstitutivni parametri nisu strogo zadani nego se prilagodavaju potrebi,

najcescée radi postizanja nekakvog umjetnickog efekta. Isto vrijedi za ostale materijale.

Slika 4.1 prikazuje tok vode u dvije dimenzije.

(a) okvir 50 (b) okvir 200

(¢) okvir 300 (d) okvir 440

Slika 4.1: Tok vode u dvije dimenzije.
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4.1.1. Pseudokod cestice vode

Pseudokod 4 Vodena Cestica

. nasljeduje Cesticu

—

¢lanske varijable
J — determinanta deformacijskog gradijenta
k — modul stlacivosti
~ — jaCina otpora prema promjeni volumena

end ¢lanske varijable

R A A S ol

procedure DERIVACIJA_ENERGIJE( )
return —k (- — 1)

: end procedure

p— e e e
w N = O

: procedure AZURIRAJ_SILU( )

_
»

A, < DERIVACUA_ENERGUE() x V), x J x I

—_
W

: end procedure

—_ =
A

: procedure AZURIRAJ_DEFORMACIISKI_GRADIENT(T', At)
J <+ (14 Attr(T))J

: end procedure

—_— =
NeoliNe el
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4.2. Modeli hiperelasticnog materijala

Elasti¢ni materijali imaju linearan odnos stresa i naprezanja. Takvi modeli su precizni
u slucaju drveta i metala, gdje su deformacije malene. Hiperelasti¢ni materijal koristi
sloZeniju relaciju stresa i naprezanja, funkciju gustoce energije, kako bi se mogao mo-
delirati nelinearan odnos i velike deformacije. Za definiranje modela koristi se polarni
i singularni rastav F = UXV . U i V se tretiraju kao rotacije i polarna dekompo-
zicija F = RS se moze izvestikao R = UV i 8 = VIV, gdje je R rotacija

najbliZza matrici F' a S je simetricna matrica.

4.2.1. Neo-Hookeov model

Neo-Hookeov model je Cesto koriSten nelinearni model hiperelasti¢nosti. Funkcija

elastine energije dana je formulom

U(F) = g(tr(FTF) — d) — plog(J) + %log2(J), (4.3)

gdje je d = 2 ili 3 dimenzija problema, a A i x su Laméovi parametri, povezani s

Youngovim modulom elasti¢nosti £ i Poissonovim omjerom v relacijama

E Ev
)N T A=) 44)

Lako je primijetiti da svaki od ¢lanova postaje 0 u slucaju krutog gibanja (translacija
i rotacija), a za ne-invertirani F' (pozitivna determinanta, J > 0) vrijedi W(F') > 0.
Interpretacija Neo-Hookeovog modela je generalizacija opruge na viSe dimenzija, gdje

Laméovi paramteri odreduju krutost opruge. Odziv na deformaciju je jednak

ov

8_F(F) = w(F —F") + Xog(J)F~'. (4.5)

4.2.2. Fiksni korotacijski model

Drugi jednostavan i Siroko koriSteni model je fiksni korotacijski model (eng. fixed co-
rotational model). Definira se preko singularne dekompozicije F = UXV '. Zove se
fiksnim jer se radi o modifikaciji drugog modela, modela korotacijske linearne elastic-

nosti (eng. corotational linear elasticity). ElastiCna energija je dana izrazom
d

W(E) = U(S(F) = 3 (o~ 1)+ 517 17, (4.6)

=1
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gdje je J = Hle 0;. Raspisivanjem izraza te koriStenjem singularnog i polarnog

rastava, dobiva se izraz

A
U(F) = pllF = Rllp + 5(J = 1)%, @7
Cija je derivacija
oV
ﬁ(F) =2u(F —R) +\(J - 1)JF". (4.8)

Ocito je da za kruta gibanja vrijedi V(F') = 0. Pseudokod 5 pokazuje kako imple-
mentirati ovaj materijal uz fiksni korotacijski model te singularni i polarni rastav koji
su pojasnjeni na pocetku poglavlja. Slika 4.2 prikazuje rezultate sudara vise hipere-
lasticnih objekata. Crveno tijelo ima 10 puta ve¢e Laméove parametre u odnosu na
Zuto tijelo, a zeleno tijelo ima 10 puta manje Laméove parametre. Kod zelenog tijela

vidljive su velike deformacije i odvajanje Cestica, a crveno tijelo je gotovo kruto.

|
4
f

i
N
3

\

PSolisi0skiiii yv2 P

(a) okvir 1 (b) okvir 20

(c) okvir 40

Slika 4.2: Hiperelasti¢ni materijal u dvije dimenzije.
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4.2.3. Pseudokod hiperelasticne Cestice

Pseudokod 5 Hiperelasti¢na Cestica

. nasljeduje Cesticu

—

clanske varijable
F'i, — deformacijski gradijent
A, it — trenutni Laméovi parametri
Ao, o — pocetni Laméovi parametri

end clanske varijable

A S AR S i

procedure DERIVACIJA_ENERGIJE( )
Jg < det(F'g)
(Rg, Sg) < POLARNA_DEKOMPOZICUA(F'g)
return 2(F g — Rg) + \(Jg — 1)JpFg '

: end procedure

e =
nooR R 2

: procedure AZURIRAJ_SILU( )
A, < DERIVACUA_ENERGUE() x V, x F,

H_
3 @

: end procedure

—_ =
Nelo ]

: procedure AZURIRAJ_DEFORMACIISKI_GRADIENT(T', At)

: end procedure

NS T \S]
—_ O
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4.3. Model snijega

Dinamika snijega je poprilicno raznolika pa time i1 sloZzena. Tradicionalno su se za
snijeg koristile specijalizirane metode i simulatori fluida ¢iji rezultati nalikuju na cvrste
materijale. Model opisan u ovome poglavlju obuhvada Citav spektar ponasanja snijega
1 uspjesno je koriSten u animiranim filmovima.

Izraz za energiju gotovo je identi¢an onome iz poglavlja 4.2.2

AMFp)

U(Fp, Fp) = w(Fp)|Fr— Rgl» + (Jg —1)2 (4.9)

Razlika je u tome S$to su A i i funkcije plasticnog dijela deformacijskog gradijenta
W(Fp) = o exp(€(1— Jp)), M(Fp) = hoexpl(6(1 = Jp)),  (4.10)

gdje je & faktor stvrdnjavanja. Konstitutivni model glasi

ov
OF g

(Fg,Fp) =2u(Fp)(Fg — Rg) + M(Fp)(Jg —1)JgFy . (4.11)

Kod aZuriranja deformacijskog gradijenta, mora se paziti na elasti¢ni 1 plasti¢ni dio.
Parametri kriti¢ne kompresije 6 i kriticnog rastezanja fg definiraju kada se materijal
pocinje plasti¢no deformirati. Singularne vrijednosti F' se ogranicavaju na interval
[1 —6c, 14 0s]. Ovo utjeCe i na svojstva materijala preko izraza 4.10.

Za simuliranje razlicitih vrsta snijega koristi se sljedeca intuicija. 6 i 65 definiraju
kada se materijal poCinje raspadati, ve¢i = grudast, manji = praskasti snijeg. Faktor
stvrdnjavanja definira koliko brzo se materijal lomi jednom kada postane plastican.
Suh 1 praskast snijeg ima manje parametre kriticne kompresije 1 kriticnog rastezanja, a
mokri i grudasti veCe. Ledeni snijeg ima veci faktor stvrdnjavanja, a manja vrijednost
daje ponasanje nalik na blato.

Bitan je i inicijalni broj Cestica po ¢eliji u pocetnoj konfiguraciji, 4 do 10 prema
Stomakhin et al. (2013). Zbog osjetljivosti projekcije, bitan je i dovoljno malen vre-
menski korak, 10~* do 10~° sekundi.

Azuriranje deformacijskog gradijenta pocinje definiranjem privremenog elastic-
nog dijela deformacijskog gradijenta F;l = (I + AtV'vZ“)F%p, a za plasti¢ni
dio se uzima 1:";;:1 = F'p, i time vrijedi jednakost 3.6 za vrijednosti deformacij-
skog gradijenta u koraku n + 1. Idu¢i je operator projekcije, odnosno popravljanje
rezultata. Racuna se singularni rastav 1:";;:1 = UXV i nove singularne vrijednosti
X projicirani = ograni¢i_na_interval (3, [1 — 6,1 + 6s]). Konacni rezultati dani su

n+1 __ o x/ T ; pnt+l n+1\—1 n
formulom F " = U, jicirani V' 1 Fp, = (F, )" Fp,
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Moguce je primijetiti da u implementaciji nije potreban cijeli plasti¢ni dio defor-
macijskog gradijenta nego samo njegova determinanta jer konstitutivni parametri ovise
samo o njoj. Pseudokod 6 implementira model snijega uz gornju optimizaciju. slika

4.3 prikazuje raspad stupca snijega.

(a) okvir 1 (b) okvir 50 (c) okvir 120

Slika 4.3: Raspad stupca snijega u dvije dimenzije.

4.3.1. Pseudokod cestice snijega

Pseudokod 6 Cestica snijega

I: nasljeduje Cesticu

2:
3: ¢lanske varijable
4: Fp, F7P ™ _ elasti¢ni dio deformacijskog gradijenta
5: Jg, Jp — determinante deformacijskog gradijenta
6: A, it — trenutni Laméovi parametri
7: Ao, 1o — pocetni Laméovi parametri
8: ¢, 0c,0s — parametri plasti¢nosti
9: end Clanske varijable
10:
11: procedure DERIVACIJA_ENERGIJE( )
12: Jg < det(F'g)
13: (Rg,Sg) < POLARNA_DEKOMPOZICIA(F'g)
14:  return 2u(Fp — Rp) + A(Jp — 1) JgFg~ "
15: end procedure
16:
17: procedure AZURIRAJ_SILU( )
18: A, < DERIVACUA_ENERGUE() x V}, X FL
19: end procedure
20:
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21: procedure AZURIRAJ_DEFORMACIISKI_GRADIENT(T, At)
22: F7 wrement o (I + AtT)Fg

23: PLASTICNOST( )

24: end procedure

25:

26: procedure PLASTICNOST( )

27: (U,%,V) « SVD(F5™remen

28:  Xprojieirant o QGRANICI_VRIJEDNOSTI_NA_INTERVAL(X, 1 — 6,1 + 05)
29: FE — Uzprojiciraniv—l—
30: Jgrethodni + det (ngvremeni)
31: Jg +— det(FE)
prethodni
32: Jp JPET
33: STVRDNJAVANJE( )

34: end procedure

35:

36: procedure STVRDNJAVANIJE( )
37: faktor < exp(&(1 — Jp))
38: A Ao - faktor

39: 1< o - faktor

40: end procedure
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4.4. Model pijeska

Dinamika pijeska sli¢na je fluidu i krutom tijelu. Pijesak moZe zauzeti oblik spremnika
u kojem se nalazi ali moZe podrzavati teZinu drugog objekta i formirati hrpe. Cilj je
rekreirati karakteristicni tok Cestica pijeska i njihovo grupiranje. Ovako sloZeno po-
naSanje izuzetno je teSko modelirati. Problem dodatno otezava zahtijevanje ogromnog
broja sitnih cestica. Prema (Kldr et al. (2016)) to moze biti 2 do 32 Cestice po Celiji
reSetke, a ukupni broj &estica moZze dosezati 10 do 10”. U ovome konkretnome mo-
delu zahtijeva se i izuzetno malen maksimalni vremenski korak u slucaju eksplicitne
integracije. Obicno se koristi tehnika adaptivnog vremenskog koraka, koja kaZnjava
velike brzine.

Potencijalna energija dana je izrazom

1
U(F) = ptr((InX)?) + 5A(tr(ln )3, (4.12)
a njezina derivacija u odnosu na deformacijski gradijent izrazom
ov
a—F(F) =U2uS ' InE +Atr(n )= HVT, (4.13)

AZzuriranje deformacijskog gradijenta pocinje jednako kao kod snijega u poglav-
lju 4.3, definiranjem privremenog elasticnog dijela deformacijskog gradijenta 1:"7,;:1 =
(I + AtV F,, a za plasti¢ni dio se uzima 13’7;;1 = F'p, i time vrijedi jednakost
3.6 za vrijednosti deformacijskog gradijenta u koraku n + 1. Iduci je operator projek-
cije, odnosno popravljanje rezultata. Racuna se singularni rastav 1:"221 =UXV'i
nove singularne vrijednosti (X,,jicirani, Aq) < projekcija(3, ay,,). Konacni rezul-
tati dani su formulom FTE”; = U, ojiciraniV | i F’];]gl = (F%;l)_lF’})p. Na samom
kraju materijal se stvrdnjava, stvrdnjavanje(Agq). Operacije projekcije i stvrdnjava-

nja te njihovi parametri detaljnije su opisani u poglavljima 4.4.114.4.2.

4.4.1. Projekcija na Drucker-Prager stozac

Drucker-Prager model plasticnosti zasniva se na Coulombovom modelu trenja izmedu
Cestica pijeska. Slika 4.4 prikazuje projekciju u dvije dimenzije. U tri dimenzije dozvo-
ljeno podrucje (tamno zeleno) ima oblik stoSca. Na osima su logaritamske vrijednosti
singularnih vrijednosti elasticnog dijela deformacijskog gradijenta. U slucaju da se
Cestica nalazi unutar dozvoljenog podrucja, projekcija ne radi nista (Slucaj 1). TocCke
se moraju projicirati prema stoScu najkra¢im mogucim putem. Ako postoji normala od
plasta stoSca prema cCestici, obavlja se projekcija na plast stosca (Slucaj 3). Inace se

toCke projiciraju u vrh stoSca (Slucaj 2). Parametar projekcije je a,.
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Slika 4.4: Projekcija na Drucker-Prager stozac u dvije dimenzije. Izvor: Klar et al. (2016)
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Projekcija se definira uz singularni rastav F'g,, = UXV ' Nekajee=InXi

tr(e) d\ +2p .
d 21 g

gdje je d dimenzija problema, a 6 koli€ina plasti¢ne deformacije. Ako je oy < 0

€E=¢€—

Loy = |léllp+ (€)a, (4.14)

onda je F'f, ve¢ unutar stoSca i projekcija vraca 3. Ako je ||€||, = 0 ili tr(e) onda se
mora projicirati u vrh stoSca i vraéa se I. Inace se projicira na plast stoSca i vraéa se
exp(H), gdje je
€
H=¢—6y—— (4.15)

€]l 7

4.4.2. Stvrdnjavanje pijeska prema Drucker-Prager modelu

Model stvrdnjavanja je takav da plasticna deformacija povecava trenje izmedu Ces-
tica pijeska. Koli¢ina stvrdnjavanja ovisi o koli¢ini kokrekcije prilikom projekcije. U
slucaju 1 nije bilo plasticnosti i Ag = 0. U slucaju 2, sav stres je uklonjen pa je
Aq = ||€]| z. U slucaju 3, koli¢ina plasti¢nosti je Ag = . U svakom slucaju vrijedi

Aq > 0. Azuriranje stvrdnjavanja dalje se definira preko izraza

gt =q + Aq (4.16)

¢ = ho+ (hig)™" — hs) exp(—hgqg“) 4.17)
2 2sin o

il _ 2 2500 4.1

@ \/;3 —sin ¢ (4.18)

q, je stanje tvrdoCe, ¢ se naziva i kutem trenja, a unutarnji koeficijent trenja je tan ¢
1 4.17 modelira monotono rastucu funkciju s asimptotskim maksimumom. Moguce
vrijednosti ¢ su u intervalu [0, 7), a ¢ = 0 daje ponaSanje fluida. Moguce vrijednosti
parametara stvrdnjavanja zadovoljavaju uvjete hg > hg > 01 hy, hy > 0.

Moguce je primijetiti da za implementaciju ne treba plasticni dio gradijenta niti
njegova determinanta, ve€ je sva plastinost definirana preko ¢ i a. Pocetna vrijed-
nost ¢° je 0, a po&etna vrijednost o se dobiva stvrdnjavanjem uz inkrement Ag = 0.
Pseudokod 7 daje opisanu implementaciju uz dio o korekciji volumena iz (Kléar et al.
(2016)). Uvodi se dodatan parametar V. koji prati logaritamsku promjenu volumena
1 dodatno utjece na projekciju. Slika 4.5 prikazuje rezultate dobivene simuliranjem
stupca pijeska. Inicijalno dolazi do velike kompresije i stvrdnjavanja pijeska. Cestice
kontinuirano gube volumen, ali to se dogada i u referentnoj implementaciji (Klar et al.

(2016)) zbog asimptotskog maksimuma u izrazu 4.17.
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(a) okvir 1 (b) okvir 40 (c¢) okvir 120

Slika 4.5: Stup pijeska u dvije dimenzije.

4.4.3. Pseudokod cestice pijeska

Pseudokod 7 Cestica pijeska

1:
2:
3
4
5:
6
7
8
9

10:
11:
12:
13:
14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:

nasljeduje Cesticu

: ¢lanske varijable

Fp, F7P ™ _ elasti¢ni dio deformacijskog gradijenta
A, i — Laméovi parametri

q, « — parametri plasticnosti

hg, h1, ho, hy — parametri plasti¢nosti, u radijanima

V. — pracenje logaritamske promjene volumena

. end ¢lanske varijable

procedure DERIVACIJA_ENERGIJE( )
(U,X, V)<« SVD(Fg)
return U(2uE ' In 2 + Mr(n )= H V'’

end procedure

procedure AZURIRAJ_SILU( )
A, < DERIVACIJA_ENERGUE() x V, x F,

end procedure

procedure AZURIRAJ_DEFORMACIJSKI_GRADIJENT(T', At)
F]g"im"emeni i (I + AtT)FE
PLASTICNOST( )

end procedure

procedure PLASTICNOST( )
(U7 Ea V) <— SVD(ngﬂremeni)
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27:
28:
29:
30:
31:
32:
33:

(Xprodieirant  Ng) < PROJEKCHA(X)
Fpy U sproiciraniyy T

Jgrethodm y det (F;givremem)

Jg < det(F'g)

V.o V. — ln( Ji Jgrethodm)
STVRDNJAVANIJE(Ag)

end procedure

34.

35

36:
37:
38:
39:
40:
41:
42:
43:
44.
45:
46:
47:

: procedure PROJEKCIJA(X)
e« InX+ YT
€ e—MIg
if ||€]|% = 0 or tr(e) then
return (I, ||€l| )
end if
oy« |l€||l + d’\;f“ tr(e)a
if 6y < 0 then
return (X, 0)
end if

H(—e—évﬁ

return (exp(H), §)

end procedure

48:

49

50:
51:
52:

53

: procedure STVRDNJAVANIE(Aq)
q< q+Aq
¢ < ho + (h1q — h3) exp(—haq)

2 2sin¢g
3 3—sin ¢

: end procedure

o <—

> d = dimenzija
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S. Sudari s krutim tijelima

Rezolucija sudara podijeljena je u dva dijela - prvo se detektira sudar i korigira brzina,
nakon Cega se primjenjuje trenje. Odvojenost je bitna za implicitne postupke, gdje
je teze primijeniti trenje. Za eksplicitne postupke odvojenost nije bitna ali je dobra

praksa. Takoder, nuZno je da se rezolucija sudara obavlja nad ¢vorovima resetke, inace

n+1
p

Cestica u krute objekte. Nakon rezolucije sudara nad ¢vorovima, opcionalno se moze

T 1 Fg“ mogu postati desinkronizirani $to se manifestira laganim probijanjem

napraviti rezolucija sudara nad Cesticama, ali to uglavnom nije potrebno.

5.1. Funkcije udaljenosti s predznakom

Najjednostavniji nacin za prikazivanje drugih objekata je koriStenjem funkcija udalje-
nosti s predznakom ¢(x) (eng. signed distance functions, SDF). Time detekcija sudara
postaje trivijalna, ¢(x;) > 0 znaci da nema sudara, a ¢(x;) < 0 da se dogodio sudar. U
slucaju sudara racuna se normala n = V¢(x;) Dakle, za reprezentaciju nekog objekta
potrebna je funkcija ¢(x) i funkcija koja vraca normalu V¢ (x) na njegovu povrsinu.
Jednostavniji primjeri ovakvih objekata su ravnina i sfera.

Ravnina. Za definiciju ravnine potrebna je tocka na ravnini € i normala ravnine
ng. Tada je funkcija udaljenosti od ravnine s predznakom ¢(x) = ng - (x — xg) , a
normala na ravninu je Vo(x) = ng.

Sfera. Za definiciju sfere potrebno je njezino srediSte g i radijus rg. Tada je

funkcija udaljenosti od sfere s predznakom ¢(x) = || — xs|| — rs , a normala na
sferu je Vo(x) = ﬁ

Gornja dva primjera su pojednostavljeni objekti koji se ne gibaju kroz vrijeme i
utjeCu na MPM Cestice, ali Cestice ne utjeCu na njih. Takvo ponasanje zove se jed-
nosmjerna sprega (eng. one-way coupling). Definiranje SDF objekata s masom 1 ko-
li¢inom gibanja radi postizanja dvosmjerne sprege (eng. two-way coupling) moguce
je korisStenjem tradicionalnih tehnika za simuliranje krutih, neelasti¢nih tijela kakve se

primjerice koriste u racunalnim igrama.
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Slika 5.1 prikazuje utjecaj krute kugle na tok vode, jednako definiranome kao na

slici 4.1. Sudar hiperelasticnog objekta i manje kugle prikazan je na slici 5.2.

(a) okvir 50 (b) okvir 200 (c) okvir 400

Slika 5.1: Utjecaj SDF kugle na tok vode.

(a) okvir 1 (b) okvir 60 (c¢) okvir 120

Slika 5.2: Sudar hiperelasti¢nog tijela i SDF kugle.

5.2. Uvjeti na granici

Jednom kada se detektira sudar, na njega treba reagirati tako da se zadovolje postav-
ljena fizikalna ogranicenja - uvjeti na granici. Tip povrSine naziva se prema ogranice-
njima postavljenima za tu povrSinu. PovrSina moze biti ljepljiva, klizajuca i separira-
juca.

Ljepljiva. Ljepljiva povrsina je najjednostavnija i zahtijeva da se sudareni ¢vor ne

poslijesudara
7

nastavi gibati nego ostane prlijepljen za povrSinu. v postaje nul-vektor.

Klizajuca. Klizajuéa povrSina dozvoljava gibanje po povrsini i nikakvu penetraciju
unutar povrsine objekta. Brzina se mora korigirati tako da se ¢vor u trenutnom koraku
odbije u odnosu na normalu povrSine.

Separirajuca. Separirajuca povrsina je nesto sloZenija od klizajuce ali funkcionira
na istom principu. Cvor koji se sudari s objektom ne smije dalje penetrirati u njegovu
povrsinu ako je ve¢ unutar nje, ali inace se moZe slobodno gibati.

Sva tri slucaja su implementirana u pseudokodu 8 prema (Klar et al. (2016)). Us-

poredba ljepljive 1 klizajuCe povrSine na grudu snijega dana je na slici 5.3.
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(a) okvir 1 (b) okvir 40 (¢) okvir 100

(d) okvir 1 (e) okvir 40 (f) okvir 100

Slika 5.3: Gruda snijega uz klizajuéu (gore) i ljepljivu povrsinu (dolje).

5.3. 'Trenje na povrsini krutog objekta

Primjena trenja ne ovisi o tipu uvjeta na granici nego o njihovim utjecajima na br-

poslije_sudara
i

zinu. U slucaju eksplicitnog postupka, v; i v su dostupni, a Awv; =

lid d . . . .. . .. .
PP ESHIATS g je promjena brzine uslijed sudara. Ovo je morao biti rezultat im-

pulsa sile 5 = m;Awv;. Normala n je poznata i sluZi za rastav brzine na normalni dio

poslije_sudara

. ey 1 lije_sud
Vip = M+ U i tangencijalni dio v;; = o7

: — Nnv;,. Smjer tan-
Vit
vl

gdje je p koeficijent trenja. Ako vrijedi [|vy| < £-||7||, onda trenje treba samo uk-

gente je tada t =

Coulombov zakon trenja ograni¢ava ukupno trenje na pu||7||

.« . .o . . b 1 l je_t .
loniti tangencijalnu komponentu brzine i vrijedi v?*"7“"""*
vg;oslz]e_tren]a _ vfoslwe_wdam — i”]”t

mg

= nv;,. Inace vrijedi
Implementacija je dana u pseudokodu 8. Konkretni objekti trebaju implementirati

jedino dijelove vezane uz funkcije udaljenosti s predznakom. Svi objekti koriste istu

implementaciju rezolucije sudara i primjene trenja.

5.4. Pseudokod jednostavnog krutog SDF objekta

Pseudokod 8 SDF objekt

1: ¢lanske varijable

2: tip — tip povrSine

3: 1 — koeficijent trenja
4: end c¢lanske varijable

5:
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v e 2D

10:
11:
12:

procedure SDF(x)
/I Apstraktno, implementirati za konkretni objekt

end procedure

procedure SDF_NORMALA(x)
//Apstraktno, implementirati za konkretni objekt

end procedure

13:

14:
15:
16:
17:
18:
19:
20:
21:
22:
23:
24:
25:
26:
27:
28:
29:
30:

procedure OBRADI_SUDAR(< pPoslije—sudara - gy 2 At)
d <+ SDF(z)
if d > 0 then
return
end if
if top = [jepljiva then
ppostije_sudara _
return
end if
n < SDF_NORMALA(x)
gsliedeci ¢ g0 1 Aoy
deliedect o S (gsliedect)
Ad  dsliedeci _ g
if tip = klizajuci or (tip = separirajuci and Ad < 0) then
ppostije_sudara gy _ Adyy
end if

end procedure

31:

32

33:
34.
35:

36:

37

. procedure OBRADI_TRENJE(< vPostie-trenja ~, qypostije_sudara q, g
n < SDF_NORMALA(x)
vy — ,Uposlije_sudara _ n(n X ,Ui)

t <« 2
[lvel|

oslije_trenja . poslije_sudara
pPOSHIEITEN ¢ gy, — min (Hth,,u‘ ;

v;

)t

: end procedure

43



6. Implementacija

6.1. Simulacijski model

Simulacijski model implementiran je koriste¢i programski alat Unity inacice 2021.3
LTS. Unutar Unityja koristi se jezik C#. Za operacije s vektorima i matricama, uklju-
cujuci odgovarajuce strukture podataka, koriStena je knjizica Math.NET Numerics
(Math.NET Project). Za instalaciju potrebnog paketa potreban je NuGet upravitelj
paketima za Unity (McCarthy (2022)). Razvijen je jednodretveni simulacijski model.

Simulator je implementiran prema pseudokodu 3, ¢vor resetke prema pseudokodu
2 1 apstraktna Cestica prema pseudokodu 1. Model vode implementiran je prema pse-
udokodu 4, a model hiperelasticnog materijala prema pseudokodu 5. Model snijega
implementiran je prema pseudokodu 6, a model pijeska prema pseudokodu 7. Granice
domene i kruti objekti implementirani su tako Sto nasljeduju apstraktni objekt iz pse-
udokoda 8. Granice domene su implementirane kao ravnine, a dodani su 1 kruti objekti

u obliku kugle.

6.2. Upute za koriStenje

Program je potrebno otvoriti u odgovarajucoj verziji Unityja. Ako postoje problemi s
knjiZicom Math.Net Numerics, potrebno je ponovo uditati paket NuGet za Unity i kroz
njegovo sucelje reinstalirati Math.NET Numerics.

U scenu je potrebno dodati prazan objekt na kojeg se dodaje skripta MPM Control-
ler.cs, koju treba povezati s objektom MPM ParticleRenderer koji sluZi za rudimentarno
iscrtavanje rezultata. Dane su scene koriStene za dobivanje rezultata ovog rada.

Unutar skripte, kroz graficko sucelje postavljaju se parametri simulacije. Pocetni
parametri su ukupno trajanje simulacije (broj okvira), putanja za spremanje rezultata,
broj okvira po sekundi i broj iteracija algoritma po jednom okviru. Broj okvira po se-

kundi i broj iteracija po okviru impliciraju ciljani vremenski korak. Cestice je moguée
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spremati po materijalu ili po simuliranom tijelu (skupu Cestica) koje se dodaje u simu-
laciju. Implementirani su odvojeni dvodimenzionalni i trodimenzionalni simulator.
Zatim se odreduje veliCina domene, vrsta uvjeta na granici i1 koeficijent trenja. Pos-
toji 1 opcija adaptivnog vremenskog koraka koja je na pocetku iskljucena. Za tu opciju
potrebno je specificirati maksimalni dopusteni pomak i tada ciljani vremenski korak
predstavlja najvec¢i moguci vremenski korak jedne iteracije. Prije definiranja skupova
Cestica joS je potrebno odrediti interpolacijsku krivulju, a pocetno je odabrana kubna.
Moguce je definirati i dodatne krute objekte u obliku ravnine ili kugle, zadati im po-
ziciju, koeficijent trenja i parametre potrebne za specifi¢ni objekt. Mogucée je mijenjati
i konstitutivne parametre materijala. Slika 6.1 ujedno pokazuje i koristene vrijednosti

konstitutivnih parametara.

Material Parameters
Water RHO
Water K
Water GAMMA
Water Particle Volume
Water Particle Mass
Elastic RHO 400
Elastic E 140000
Elastic V 0.2
Snow RHO 400
Snow E 140000
Snow V 0.2
Snow THETA_C 0.025
Snow THETA_S 0.0075
Snow KSI 10
Sand RHO 2200
SandE 35370000
SandV 0.2

Slika 6.1: Parametri materijala

Za skupove Cestica potrebno je definirati ime pod kojim ¢e se spremati rezultati,

nakon Cega slijede parametri kao $to su indeks okvira kada se skup ubacuje, trajanje
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u broju okvira (za tokove Cestica ili ponavljano ubacivanje nekog tijela), ukupni broj
Cestica, pozicija, oblik, veli¢ina, tip materijala te modifikatori mase i Laméovih para-
metara. PodrZani su oblici kugle 1 kvadra. Slika 6.2 prikazuje primjer jednog takvog

skupa Cestica.

Simulation Entries

water-box
Entry Name water-box
Start Frame 0
Duration i

Frame Pause Betw: 0
Total Particle Cour 2000
Material Type Water

Shape Box
Position X 10
Initial Velocity X0
Radius 3

X Size 10

Y Size 5

Z Size 10
Lambda Modifier 1

Mu Madifier 1
Mass Modifier 0.1

Slika 6.2: Parametri jednog skupa Cestica

Za dobivanje pocetne konfiguracije Cestica unutar zadanog oblika koristi se uzor-
kovanje Poissonovog diska, koje daje nasumicno ali ravnomjerno rasporedene Cestice.
U dvodimenzionalnom slucaju koriStena je skripta (Schlomoff (2014)). Skripta je lako
proSiriva na tri dimenzije. Glavna razlika je koriStenje dva kuta za pretraZivanje pros-
tora.

Na kraju izra¢una novog okvira, Cestice iz simulatora se demultipleksiraju po ma-
terijali ili po¢etnom skupu kojem pripadaju i njihove pozicije se spremaju u Wavefront
(.OBJ) formatu na zadanoj putanji kao niz trodimenzionalnih vrhova. Uz to se spre-
maju i podaci o tome koji kruti objekti su u sceni, kolika je veliCina reSetke i informa-
cije za svaki okvir - trenutni broj Cestica, trajanje izracuna i kineticka energija Cestica.
Datoteke sa spremljenim pozicijama Cestica moguce je koristiti u bilo kojem drugom

programu.
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6.3. Vizualizacija rezultata

Unutar Unityja implementirano je rudimentarno iscrtavanje koje koristi Phongov mo-
del osvjetljenja. KoriSten je Unity API za instanciranje geometrije (Unity Technologies
(2022)). Primjer iz sluzbene dokumentacije moguce je koristiti uz minimalne izmjene.
Dodane su moguénosti iscrtavanja viSe materijala razlicitih veli¢ina Cestica.

Za iscrtavanje tehnikom pracenja zrake koriSten je alat Blender inacice 3.1. Rad s
nizovima datoteka koje predstavljaju jedan objekt kroz viSe okvira olakSava dodatak
Stop motion OBJ (Jensen (2021)). Nakon ucitavanja niza datoteka kroz dodatak, niz
datoteka se tretira kao svaki drugi model. Rezultati u ovom radu ostvareni su instanci-
ranjem geometrije pomoc¢u geometrijskih ¢vorova (slika 6.3). Na stvorenu geometriju
primjenjuje se osnovni Principled BSDF materijal uz razliitu boju, ovisno o tipu si-

muliranog materijala kojeg predstavlja.

v Group Input v Instance on Points Vv Set Material v instancing-sphere-...

Geometry @— Instances @~ Geometry ®——g@ Geometry

~——@ Points @ Geometry
© Selection © Selection
—® Instance o @ Material.Sp... X

Vv UV Sphere
e < Pick Instance

Mesh @— Instance Index
Segments 32 Rotation:
Rings 16

Radius 0.22 m

Slika 6.3: Cvorovi za instanciranje geometrije unutar Blendera
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7. Rezultati

Eksperimenti su izvedeni na stolnom racunalu s AMD Ryzen 5 3400G procesorom.
Ovisnost trajanja izraCuna jednog okvira o broju Cestica u slucaju vode u dvije dimen-
zije prikazana je na slici 7.1. Ciljani vremenski korak je impliciran kroz 30 okvira u
sekundi i 33 iteracije algoritma po okviru, $to daje 1.01 x 1073 sekundi po iteraciji.
Linearna ovisnost je ocekivana i vidljivo je da 1000 Cestica zahtijeva oko dodatnih 10
sekundi izraCuna. Implementirana je optimizacija prijenosa izmedu Cestica i ¢vorova
reSetke tako Sto se za pojedinu Cestice ne prolazi kroz sve Celije nego samo susjedne,
a susjedne su one koje su unutar radijusa funkcije zagladivanja. U tri dimenzije se
radi o susjedstvu ve€em za red veliine u odnosu na dvije dimenzije pa je vrijeme po
okviru proporcionalno vece. Medutim, zbog navedene optimizacije veli¢ina domene

nema pretjeran utjecaj na vrijeme izracuna.

vrijeme po okviru u ovisnosti o broju Cestica

N w & Ul =)
(=} o o o (=)

sekundi po okviru

=
o

(1} 1000 2000 3000 4000 5000 6000
broj cestica

Slika 7.1: Vrijeme izracuna pojedinog okvira u ovisnosti o broju Cestica vode.

Voda je najjednostavniji materijal od implementiranih jer ne Kkoristi posebne ma-
tricne operacije. Ostali materijali imaju zahtjevnije izraCune pa je i njihovo vrijeme

po okviru nesto vece. Primjerice, za scenu s 1200 Cestica hiperelasticnog materijala i
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isti vremenski korak, potrebno je oko 14.5 sekundi po okviru. Za scenu s 4000 Cestica
snijega i vremenski korak 1 x 10~* sekundi potrebno je oko 464 sekunde po okviru.
Vrijeme po okviru za pijesak varira zbog adaptivnog vremenskog koraka, koji uslijed
velikih brzina moZze usporiti izracun jednog okvira za jedan do dva reda veliCine.

U nastavku su prikazani dodatni rezultati, scena s viSe materijala i simulacija u tri
dimenzije. Slika 7.2 prikazuje kombinaciju viSe materijala u jednoj sceni. Voda ima
postavljenu znatno vecu masu u odnosu na hiperelasti¢ni materijal zbog ¢ega dolazi do

velikog naprezanja 1 raspada hiperelasticnog materijala. Na slici 7.3 prikazana je voda

u tri dimenzije, a na slici 7.4 hiperelasti¢ni materijal u tri dimenzije.

(a) okvir 1 (b) okvir 50

(¢) okvir 100 (d) okvir 250

Slika 7.2: Kombinacija vode i hiperelasticnog materijala.
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(a) okvir 1 (b) okvir 15

(¢) okvir 50

(d) okvir 300

Slika 7.3: Voda u tri dimenzije.
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(a) okvir 1 (b) okvir 15

(¢) okvir 50

Slika 7.4: Hiperelasti¢ni materijal u tri dimenzije.
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8. Zakljucak

U sklopu rada ukratko je opisana teorijska podloga metode materijalne tocke. Pred-
stavljen je algoritam metode materijalne tocke za eksplicitnu integraciju. Algoritam
je jednostavan za implementaciju i daje zadovoljavajuce rezultate. Iduci korak bio bi
razvoj viSedretvenog simulatora ili koriStenje GPGPU tehnika (eng. General Purpose
GPU). Prije implementacije implicitnog simulatora, treba razmotriti njegove prednosti
i §to se njime dobiva. [ako podnose znatno manje vremenske korake, rjeSavanje sustava
koji su rezultat implicitne integracije nosi svoju cijenu izracuna. Za pocetak, simulator
bi valjalo prebaciti u C++. Naime, radi se o velikoj koli¢ini objekata koji su u slucaju
jezika C# rasprSeni u memoriji zbog Cega prirucna memorija nije efikasno iskoriStena.
C++ pruza izravno koriStenje stoga i mogucnost kontinuiranih nizova objekata na hrpi.

Model vode najjednostavniji je od definiranih materijala, ali uspijeva obuhvatiti
karakteristicno ponaSanje vode. Model hiperelasticnog materijala zasniva se na sloZe-
nijim matri¢nim operacijama i singularnom rastavu, ali daje odlicne rezultate. Hipe-
relastini materijal pokazuje ponasanje sustava Cestica povezanih oprugama, ali i mo-
guénost sloZenijeg fenomena trganja materijala. Naime, radi se o generalizaciji opruge
na viSe dimenzija. Modeli hiperelasti¢nosti sluZe kao podloga za druge materijale i
sloZenije fenomene. Jedan od tih materijala je 1 snijeg, koji uvodi pojam plasticnosti
i promjenu tvrdoce usred kompresije i rastezanja. Model pijeska najsloZeniji je medu
definiranima, zbog operacije projekcije na Drucker-Prager stoZzac. Osjetljivost ope-
racija u modelu pijeska zahtijeva malene vremenske korake koji se postizu tehnikom
adaptivnog vremenskog koraka.

Interakcija s drugim objektima u sceni olakSana je koriStenjem funkcija udaljenosti
s predznakom. Ravnina definirana preko takve funkcije moze se koristiti za granice do-
mene. Za implementaciju neograni¢ene domene, odnosno skalabilne resetke, potrebne
su strukture podataka za rad s prostorno rijetkim podacima, na primjer (Academy Sof-
tware Foundation (2022)). Unutar tri dimenzije do izraZaja dolazi prokletstvo dimen-
zionalnosti 1 potreba za znacajno ve¢im brojem Cestica kako bi se popunio prostor.

Dvosmjerna sprega izmedu krutih objekata i simuliranih materijala moze se imple-
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mentirati proSirivanjem definiranih koncepata i koriStenjem tradicionalnih tehnika za
sudare izmedu krutih objekata. Kljucan je zakon oCuvanja koli¢ine gibanja.

Vizualni rezultati dobiveni koriStenjem Blender zadovoljavajudi su i iscrtavanje po-
jedinog okvira traje svega par sekundi za nekoliko tisuca Cestica, Sto je znatno manje od
vremena potrebnog za simulaciju. Iduci korak bio bi iscrtavanje implicitno definiranih
povrsina, a ne pojedinih Cestica. Takoder, korisno bi bilo ubacivanje oblaka tocaka,
dobivenih od nekog sloZenog trodimenzionalnog objekta, koji se mogu generirati u

nekom vanjskom alatu.
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Fizikalno temeljena simulacija materijala metodom materijalne tocke

Sazetak

Cilj ovog rada je izgradnja razumijevanja metode materijalne tocke. Na pocetku
je predstavljena osnovna teorijska podloga iza metode materijalne tocke. Dana je for-
mulacija algoritma za simulaciju koraka metode materijalne tocke koji koristi ekspli-
citnu integraciju. ObjasSnjena je i jednostavna tehnika adaptivnog vremenskog koraka.
Definirano je viSe modela materijala - voda, hiperelasti¢éni materijal, snijeg i pijesak.
Objasnjen je jednostavan nacin za definiranje i interakciju s krutim objektima u sceni,
koriStenjem funkcija udaljenosti s predznakom. Pokazani su razli€iti uvjeti na granici.
Izneseni su pseudokodovi potrebni za implementaciju opisanih koncepata. Izraden je
simulacijski model unutar programskog alata Unity. Vizualni rezultati dobiveni su ko-

riStenjem tehnike pracenja zrake nad rezultatima simulacije unutar alata Blender.

Kljucne rijeéi: metoda materijalne tocke, eksplicitno rjeSavanje, simuliranje fluida
1 materijala, raCunalna animacija, funkcije udaljenosti s predznakom, deformabilni 1

kruti objekti, voda, hiperelasti¢ni materijal, snijeg, pijesak
Physically Based Simulation of Materials Using the Material Point Method

Abstract

The goal of this paper is building the understanding of the material point method.
The basic theoretical background required for understanding the material point method
is presented. Formulation of an algorithm for explicit time integration is given. A
simple technique to implement an adaptive time step is presented. Various material
models are defined - water, hyperelastic material, snow and sand material models.
A simple way to define and interact with rigid objects is explained, based on signed
distance functions. Different border conditions are explained. Pseudocode required
for the implementation of discussed topics is given. A simulation model is made using
the Unity engine. Visual results are made by raytracing the simulation results using
Blender.

Keywords: material point method, explicit solver, fluid and material simulation, com-
puter animation, signed distance functions, deformable and solid objects, water, hype-

relastic material, snow, sand
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