SVEUCILISTE U ZAGREBU
FAKULTET ELEKTROTEHNIKE I RACUNARSTVA

DIPLOMSKI RAD br. 1589

ANIMACIJA TOKA FLUIDA U OKRUZENJU S
PREPREKAMA

Zoran Dropi¢

Zagreb, lipanj 2006.






Zahvaljujem se
mentorici doc.dr.sc. Zeljki Mihajlovié

obitelji i prijateljima koji su bili uz mene tijekom cijelog studija

i posebno roditeljima koji su cesto moje obaveze

shvacali ozbiljnije nego ja sam






Sadrzaj:

T4 172 | SRS RRTRURRSROR 1
UVOD: ettt ettt ettt h et h ettt ettt bt 3

1 MOl FIUIAA ... 4
1.0.1 CesSticni i StAtisticki MOAENi.........oveveeveereereeieeseiese e iesee e 4
1.0.2 TemMELINE VEIICINE ....cuvieniieieiie ettt ettt te et e e ste st e sseesseesseenseenseessessaesseeseenseensennnes 6
1.0.3 Usporedba matematickog i fizikalnog modela .............ccccooiiriiiiiiiiiniieee e, 7
1.1 Matematicka formulacija...... 9
1.1.1 Navier StokeSove JedNadZDe.........cc.couiiiiiiiiiieieieee ettt 9
1.1.2 JednadZba KONEINUILELA .......cc.eiuiiieieiiieeie ettt ettt ettt ettt ebe e eae e e e e aesee e 10
1.2 Algoritam SIMPLE .........ccceueue. 13
1.2.1 Prvi korak — postavljanje poCetnihl UVJELa..........ccveruiriiirierierieieeie e eee et 14
1.2.2 Drugi korak — rjeSavanje momentne jednadzZbe..........c..cceveerieriieiiieieniesieseee e 14
1.2.3 Treéi korak — rjeSavanje Poissonove jednadZbe ...........ccccoveivieiieiiiiineeeeee e 14
1.2.4 Cetvrti korak — primjena KOreKcija tlaka ..............coovveveveveeeeeeseeseeeseeeseseeeseeses e 15
1.2.5 Peti korak — provjera KONVErZENCIE ......ecuverueeruierieiieeee ettt ettt ettt ee e e e 15
1.2.6 DOdAtne NAPOIMENE ......ecuvveirieeiieiiieeitieeiteeeiteeteeeteeeteeesteessaeeseeesseesseeassseeseessssessssessssenseeennes 15
1.3 Diskretizacija.................. 17
1.3.1 POStUPAK dISKICLIZACTIE ....eevvieeveeiieitiesiieieeieetesete et et ete et e esbeeeaestaeste e seesseesaeessessaesseesseenseensenssens 17
1.3.2 Derivacije diSKretne fUNKCIJC.......c.vervieiirieeiecieeeie ettt 19
1.4 Diskretizacija jednadZbi.........cceseeus 21
1.4.1 Efekt SAhoVSKE PLOCE .....veiuiiiieiieie ettt s 21
1.4.2 RjeSenje problema - Posmaknuta MIeZa.........cccoeverieieiiniieiieieceee et 23
1.4.3 Diskretizacija Navier Stokesovih jednadZbi..........cccoccoiiiiiiiiiinieeee e 24
1.4.4 Diskretizacija Poissonove jednadZbe...........ccceeieiiiiiiiiiiiiii et 28
Dosad ucinjeno.......ccceeeuees 30
2 IMPIEMENTACIA ...ttt bbb 31
2.0.1 IZDOT PIALFOIINE .....oveevieiiieiiecei ettt ettt ettt e et e s teeste e beebeesseesseeseesseesseessesssesssensnens 31
2.0.2 StruKtura PrOJEKEA .....ccueiuiieeeeieeieieet ettt sttt et s et e et et e be bt ebeeae e st et e b e eaeseeeae e 32
2.1 Klasa Solver.........cceecevevueeenees 33
211 POAACT ettt ettt b e bbbttt be e ene 33
212 MIEEOAE ...ttt ettt h et ettt b e et bbbttt e a et besae it ene 36
2.1.2.1 Iteriranje glavne petlje al@Oritma ..........ceccveriieriieiiieieeieeeeseee ettt 36
2.1.2.2 Proracun vrijednosti brzina za novi vremenski korak............cccoooeiiiiiiiiiiiiiniieee 37
2.1.2.3 Proracun koreKcija tlaka .........cocoeiieiiiiiiieiee e 38
2.1.2.4 OStale METOAE .....eeeueieeieeiieitieieee ettt ettt et e s ettt et e te st e saeesaeenteenteeneeeneenneen 39

2.1.3 ZaKIJUCAK 0 SOIVEF-U.....ouiiiiieiiiieeeee ettt ettt be ettt ae e eae e 40
2.2 Klasa Visualizer ............. 41
2.2.1 MEtOde VIZUALIZACIIC ... .cveeuvieerieeieeiiesieesteeteeeteetesteeeteesseesseesseessesssesseesseesseessesssesssesseesseensesssenssens 42
B B B 1) A Y R 1 USRS 42
2.2.1.2 ISCItAVANJE DIZINA......c.tieeeeeeieiiieiieieeie e ete et et et et e eeteseaessaesseesseenseensesnnesneesseenseanseensennsens 43
2.2.1.3 ISCrtavanje iZ MAPE DOJa.......ecueerreerrierieereeiesienieeteeteesteeeaessaesseesseesesnsessesseesseesseessesssensens 44
2.2.1.4 Iscrtavanje vektora DIZINa ..........coeoeeuiiiiiiiriiee et 45
2.2.1.5 ISCItAVANJE STIUJNICA ...uveveetieiieteeie et eetestceste et et enteesee st eesseeteenseeneesneesneesseanseenseenseeneanneens 46

2.2.2 ZaKIJUCAK O VISUALIZEF-U......ocueieieiieiiee ettt ettt ettt e eneesneens 48
2.3 Korisni€ko sucelje.......couevuicruicsenscerscerscniesncenae 50
2.4 Zakljucak o implementaciji .......c.... 53
2.5 Rezultati......cccueeeveecsnecsuecsunenns 54
2.5.1 Supljina s pomiénim zidom (eng. driven lid CAVILY) .......c..cooveveereeeeeeerereeeeseeeresereeeenns 55

2.5.2 Tok 1zmedu dvije KUZIE ........oouiiiiieiie et 56

2.5.3 Primjer 3. — Tok kroz kompleksne prepreke...........ooeveiiririeieiienienesceeeeeeeeee e 57



2.5.4 Udubljena prepreka (friZhi).......oveierireieiieieee ettt 58

| D 1o Te 271 TR 59
D1 Ye 171l = SRR PRSP 60
D1 Ye v 1 ORI 62
ZaKIjuCaK.....uceereeseeseensenssonses .. 63
Literatura: ......eeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeeees 64
NY: VA< v | RPN 65
YN o115 ¢ Lo PPN 65



UVOD:

Stari su Grcei tvari oko sebe tumacili razli¢itim udjelima samo Cetiri temeljna gradevna
elementa. Od ta Cetiri, vatre, vode, zraka i zemlje, tri su fluid. Iako pogresno, ovo je
tumacenje bilo empirijsko, posljedica dozivljavanja svijeta kroz neposredno iskustvo.
Nasa se znanost promijenila, ali naSa su svakodnevna iskustva jednaka kao ona starih

Grka. Svijet oko nas je isti 1 u velikoj mjeri protjece oko nas.

Na iskustvenoj razini, danasnja klasifikacija predvida jos uvijek jednak broj osnovnih
gradevnih elemenata. Cetiri stanja u kojima se moZe naéi bilo koja tvar su kruto, tekuce,

plinovito i plazma. Od ova Cetiri, opet su tri fluidi.

Bilo koji sustav sastavljen od velikog broja manjih elemenata moZe se na razini tih
elemenata ponasati na dva moguca nacina. Ili su medusobne veze ¢vrste i nepromjenjive,

Sto rezultira krutoscu tvari, ili se mijenjaju, Sto je osnovno svojstvo fluida.

Gibanje galaksija kroz svemir, molekula vode u kapljici kiSe, kretanje ljudi na ulici ili
ponasanje atmosferskih poremecaja, kao 1 nefizikalne veli¢ine kao strujanje novca u
svijetu globalne ekonomije, sve se te pojave mogu modelirati relativno jednostavnim

modelom fluida.

S obzirom na tako sveobuhvatan utjecaj na svijet oko nas i nas same, prouc¢avanje fluida

je jedan od najznacajnijih zadataka mnogih podrucja ljudskog djelovanja.

Cilj ovoga rada je dati uvid u temeljne zakone i pojmove ovoga podrucja, ukazati na

osnovne probleme i ciljeve te dati primjer modela sustava i njegove simulacije.



1 Model fluida

Kako je ve¢ receno, pod pojmom “fluid“ moze se naci vrlo Siroka paleta sustava sa
sasvim razli¢itim svojstvima, poljima djelovanja 1 ciljevima modeliranja. Temeljni
principi su jednaki, a razli€iti parametri razlikuju jedan slucaj od drugoga. S obzirom na
ovo, naizgled potpuno razli¢iti sustavi mogu bitnim svojstvima biti medusobno bliZi nego

neki naizgled srodni.

Bez obzira na specificnosti konkretnih slucajeva, neka temeljna svojstva su zajednicka

svima.

1.0.1 Cesti¢ni i statisti¢ki modeli

Svijet oko nas je svijet Cestica. Na kemijski smislenoj razini, sve oko nas je gradeno od
atoma 1 molekula. Najocitiji primjer fluida, voda, sastoji se od molekula koje se dalje

mogu rastaviti na atome vodika i kisika.

Ove cestice su u najvecem broju slucajeva nekoliko redova veli¢ine udaljene od
specificnih utjecaja kvantne mehanike. To znaci da se njihovo ponasanje moze
zadovoljavaju¢e objasniti koriStenjem ni¢eg drugoga pored Newtonovih zakona
mehanike. Dvije molekule vode ¢e se u slucaju sudara elasticno odbiti ne previse razlicito
od bilijarskih kugli. Model vode koji ukljucuje samo dva medudjelovanja izmedu dvije
molekule, odbijanje kada su preblizu i privlacenje kada su udaljenije, ali ne previse
daleko, dovoljan je da realno prikaze veliki raspon tekuc¢ina. Mijenjanjem samo nekoliko
parametara, kao §to su intenzitet medudjelovanja, brzina rasta i pada u ovisnosti o
udaljenosti, najveca udaljenost na kojoj se utjecaj jedne molekule osjeca 1 sli¢no, moguce
je simulirati viskoznost, plasti¢nost, povrSinsku napetost, adheziju i koheziju i sli¢na
svojstva tekuéina. Cesti¢ni model u to¢nosti prikaza i koristenju stvarne slike svijeta

prednjaci nad statistickim modelom.

Medutim, Cesti¢ni model u svojoj srZi nosi promatranje jedne jedine molekule vode. Bila
ona usred ustajale bare ili na pola puta do podnozja slapa, svo ra¢unanje pociva na istim
postulatima 1 jednako je zahtjevno u oba slucaja. Jo§ o€itiji je problem §to jedna obi¢na
Gafa vode sadrzi broj molekula reda veli¢ine 10**. Sam model koji ima toliki broj

elemenata je fizikalno korektan i matematicki tocan, ali ustvari neiskoristiv.



Kao rjesenja navedenoga problema kristaliziraju se dvije mogucnosti. Problem je, naime,
da nije moguce (a uglavnom niti nema smisla) gledati svaku Cesticu posebno kada ih je
prisutan toliki broj. U tako postavljenom problemu vidljive su dvije promjenjive veli€ine.
Prvo, pitanje je moramo li zaista gledati bas svaku Cesticu posebno. Drugo, da li nam je
potrebno bas toliko pojedinacnih Cestica. lako se ta dva pitanja Cine sli¢na, iz njih iznice

sustinska razlika dva temeljna pogleda na modeliranje fluida.

Jedan je pogled Cesti¢ni. Ideja je da je veliki broj Cestica bespotreban i da se fluid moZe
korektno modelirati daleko manjim brojem elemenata. Ovdje se od stvarnog slucaja
nasljeduje navika odvojenog promatranja svake pojedinacne Cestice podlozne Newton-
ovim zakonima (i moguc¢e dodatnim utjecajima ve¢ u ovisnosti o ciljevima simulacije).
Ponasanje svakog pojedinog elementa fizikalno je to¢no i manje vise jednako ponasanju

Cestica stvarnog fluida koji se simulira u granicama to¢nosti koja se trazi.

Drugi pogled na svijet nije niSta manje utemeljen na stvarnosti. Naime, pojedine Cestice
su slobodne da se kre¢u u bilo kojem smjeru u bilo kojem trenutku, da imaju bilo kakvu
brzinu i bilo kakva ostala svojstva koja su im pridijeljena. Medutim, u &asi vode s 10*
molekula individualnost svake pojedine teSko moze do¢i na vidjelo. Na takvoj razini bitni
su trendovi u svojstvima, a ne znacajke svakog pojedinog elementa. Slikovitije, jedna
srdela u jatu moze u nekom trenutku odluciti zastati ili krenuti prema zacelju, ali na
sonaru na ribarskom brodu ovo nece utjecati na ukupno kretanje jata. Ako se mogu

razraditi statisticke formulacije ovakvih trendova, statisti¢ki model fluida postaje moguc.

Oba ova modela imaju prednosti i mane. Cesti¢ni je model istinit i sveobuhvatan model
fluida. Medutim, on je apsolutno toc¢an tek pri odnosu broja elemenata modela i broja
elemenata stvarnog sustava od jedan prema jedan. Prosjecna se rijeka ne moze simulirati s
par desetaka Cestica. Mirna, nizinska rijeka se, medutim, moze vrlo realno simulirati
koriste¢i tek nekoliko ¢vorova statistickog modela. S druge strane, potpuno turbulentni,
nepredvidivi sustavi se ni na koji nain ne mogu opisati prosjeCnim veli¢inama, jer
prosjeci ovdje nemaju smisla. Tu se svaka Cestica ponaSa zasebno. Nadalje, statisticka
veli€ina, tlak, bolje regulira medudjelovanje dvaju razli¢itih fluida nego razmjena impulsa
sile, isto kao Sto statistiCka temperatura bolje simulira razmjenu energije nego koli¢ina
gibanja. Diskretne Cestice, medutim, ¢ine osiguranje ocuvanja mase i detekciju prisutnosti

fluida u nekom volumenu trivijalnim zadatkom.



Prednosti i mane odredenog modela imaju razliCite tezinske faktore u ovisnosti o
potrebama konkretne simulacije. Koji ¢e model biti koriSten ovisi o svakom pojedinom

slucaju.

1.0.2 Temeljne velicine

Bez obzira koji je model odabran, simulacija se uvijek izvrSava s ciljem dobijanja bolje
predodzbe o ponasanju odredenog fluida u zadanim uvjetima. Kad se govori o ponaSanju,
misli se nuzno na ponasSanje temeljnih veli¢ina koje opisuju sustav. Kako rezultati
simulacije trebaju biti opis stvarnosti, oito je da ¢e te temeljne veliine takoder biti
naslijedene iz stvarnog svijeta, a ako se i radi o nekim apstraktnim konceptima, oni su

samo medukorak izmedu sustava modela i realnog sustava.

Na razini Cestica postoje samo dvije bitne veli¢ine. To su brzina i polozaj u odnosu na
druge cestice. U statisticCkom modelu situacija je ponesto sloZenija, ali zahvaljuju¢i naSem
iskustvu u interakeiji s fluidima na statistickoj razini, apstraktniji pojmovi ovoga modela
su nam blizi od stvarne Cesticne podloge. Brzina se kao temeljna odrednica prenosi i na
makroskopsku skalu, ali kao kontinuirana veli€ina, a ne ¢esticno diskretizirana. Relativni
polozaji na ovoj razini donose gustocu, koja je takoder kontinuirana veli¢ina. Povezanost
gustoce i1 polozaja Cestica, iako nije preslikavanje svojstva kao u slu¢aju brzine, intuitivno
je jasno. Medutim, dodatna dva bitna svojstva makroskopskog svijeta nisu u tolikoj mjeri
jednostavna. Jedno od njih je tlak, koji je u potpunosti apstraktna i statisti¢ka veli¢ina
dobivena prosjecnom silom svih Cestica primijenjenom na neku zamiSljenu ravninu
interesa. Druga veli¢ina je temperatura, koja ovisi o prosjeku razmijenjenih impulsa sile
Cestica. lako sasvim apstraktne 1 u potpunosti statistiCke, bez ikakve vrijednosti u
cesticnom modelu, ove dvije veli¢ine su klju¢ne za statisticki model. One su savrSen
primjer pojednostavljenja u odnosu na Cesti¢ni model utoliko §to na jednostavan nacin
grupiraju doprinose velikog broja cestica u veliCine iskoristive za tocno odredene

namjene. One su prave temeljne veli¢ine makroskopskog svijeta.

Ovdje je bitno napomenuti da cCetiri navedena parametra statistickog modela (brzina,

gustoca, tlak 1 temperatura) nisu jedini koji mogu biti od interesa. Specificni model se



moze prosiriti dodatnim svojstvima (na primjer elektri¢ni naboj, radioaktivnost, ali i razna
nefizikalna svojstva ako se radi o takvoj simulaciji). Takoder, u nekim slucajevima sva
Cetirl parametra nisu ni potrebna. Za simulaciju nestlacivih fluida stabilne toplinske
energije gustoca i temperatura su konstantne veli¢ine i nemaju utjecaja. U takvom su
slu¢aju brzina i tlak jedine bitne veli¢ine. Cak je i apsolutni iznos tlaka u odredenim

uvjetima nebitan, a vazna je samo razlika tlakova. O tome ¢e jo§ biti rijeci.

1.0.3 Usporedba matematickog i fizikalnog modela

Model promatranog sustava mora zadovoljiti najmanje dva zahtjeva. Jedan je fizikalna
tocnost, tj. sli¢nost stvarnom sustavu koji se simulira. Drugi je iskoristivost za specifi¢ne

potrebe simulacije.

Modeliranje je kao tehnika testiranja razradenih (i manje razradenih) teorija prisutno
vjerojatno ve¢ desecima tisu¢a godina, od prvih iskri ljudske inovativnosti (a mozda i ne
tek ljudske). Ideja na kojoj modeliranje pociva relativno je jednostavna. Zelja je dobiti
rezultate zanemarivo razlicite od onih koji se ocekuju od stvarnog sustava i to uz manje
troSkove. Troskovi ovdje ne znace samo novac, nego i druga uloZena sredstva, kao $to je
vrijeme, radna snaga, sirovine itd. Naime, projekt novog prekooceanskog broda najbolje
bi bilo testirati u punoj veli¢ini i u realnim uvjetima, ali graditi novi brod na svakom
koraku projekta je, naravno, besmisleno. Nadalje, Cesto je potrebno testirati samo

odredene kljucne dijelove sustava.

Temeljno je pitanje kakav model izgraditi. S rastom snage raCunala matematicki se
modeli guraju blize prednjim redovima. Donedavno racunala jednostavno nisu bila u
stanju racunati utjecaje svih potrebnih veli¢ina na promatrani sustav. Danas se to mijenja.
Naravno, svaki specifi¢ni slucaj je uvijek bolje predstavljen realnim sustavom, nego
hrpom brojki u racunalu. Najve¢i kapacitet za tocno i pouzdano racunanje izlijevanja
vode iz C¢aSe ima sama ¢asa vode. Ono §to racunalne modele izdize iznad ovoga je
sposobnost interakcije sa sustavom u potpuno kontroliranim uvjetima. Ne postoji prebrza
reakcija niti presitan prostor kada su vrijeme 1 prostor samo neki od parametara

proracuna. Ne postoji neizvjesnost iS¢ekivanja to¢no odredenog dogadaja kad se s par



brojki taj dogadaj moze garantirati. Nema troskova izrade novog modela kad se stari

moze prilagoditi u bilo kojem smislu.

Medutim, da bi se prednosti matematiCkog modela zaista ostvarile, matematicka
formulacija mora biti tocna i sveobuhvatna, neSto $to fizikalni model automatski
zadovoljava. Dok je dakle jedan nuzno tocan, ali mozda ne omogucuje uvid u zeljene
pojave, drugi cilja izravno na podrucje interesa, ali se njegova to¢nost mora posebno

osigurati.



1.1 Matematicka formulacija

Kod razmatranja ponasanja fluida bitno je u svakom trenutku voditi racuna o fizikalnoj
podlozi. Kakva god matematika bila primijenjena, osnovni zakoni fizike ne mogu biti
naruseni. Jednadzbe koje opisuju sustav moraju zadovoljavati zakone ocuvanja mase,
energije, momenta, kutnog momenta i druge zakone bitne za promatrani sustav (ocuvanje
koli¢ine naboja i slicno). S obzirom da su ovi zakoni fundamentalni, iz njih se mogu

izvesti opisi bilo kakvog sustava.

1.1.1 Navier Stokesove jednadZzbe

U devetnaestom stolje¢u, neovisno i s petnaestak godina razlike, engleski fizicar George
Gabriel Stokes i francuski Claude Louis Navier dali su matematicku formulaciju gibanja
fluida. Te su jednadzbe danas poznate kao Navier Stokesove jednadzbe. U svom

standardnom obliku glase:

W _GVYi-Lvp+Yviicg (1.1.1)
ot p p
gdje je u vektor brzine, p tlak, g akceleracija sile teze, p gustoca fluida, v staticki

koeficijent viskoznosti, a V standardni matematicki operator za koji vrijedi

V="i+—] 1.1.2
5 @J ( )

Djelovanje operatora je pojasnjeno u Dodatku A.

Navier Stokesove jednadzbe za slucaj bez utjecaja vanjske sile (u gornjoj formulaciji
gravitacija) mogu se odredenim supstitucijama ispisati u bezdimenzionalnom obliku koji
omogucava viSu razinu slobode u izradi modela. Matematicka pozadina je dana u

Dodatku B, a nakon nje jednadzbe imaju oblik:

i s |
—=—uVu-Vp+—V-<u 1.1.3
5 @V )i —Vp » (1.1.3)

gdje je Re bezdimenzionalni Reynoldsov broj kako je objaSnjeno u Dodatku B. Ovo je

vektorska jednadzba, pa iz toga dolazi upotreba mnozine. S lijeve strane se nalazi



vremenska derivacija brzine, odnosno akceleracija. S desne strane su izrazi koji reguliraju

doprinose konvekcije, advekcije, difuzije 1 gravitacije promjeni brzine.

Za potrebe kasnije upotrebe u poglavlju o diskretizaciji, zapis Navier Stokesovih
jednadzbi kako je dan u (1.1.3) treba raspisati do diferencijalnih jednadzbi po
komponentama brzine. Prvi korak je zamjena operatora V njegovim diferencijalnim

oblikom prema (1.1.2) i prema pravilima iz Dodatka A:

Sii 5 SV (72, PP
—=—|u,_—tu,—U—|i—+ + — v
St S0y s 15 5 o

Sada slijedi raspisivanje vektora u u komponentama brzine s jedini¢nim vektorima

. ou, - - ou, -
@: X&A"' ——j+u &lxi+uv ~ 7= 5p+]5p
ot P4 ox Yoy Yoy ox oy

+—[52“ i 52uy - Su, - 52uy Q’j

5 +&2]+ I+ >

Grupiranjem izraza uz jedini¢ne vektore i rastavljanjem vremenske derivacije s lijeve
strane dobijaju se dvije momentne jednadzbe, svaka s utjecajima koji se odnose samo na

odgovarajucu komponentu brzine

Sit, ( St &XJ p 1(5% 5,
_ux ___+_

+u +
& Rel &° ’

L J (1.1.4)

i, S, b Su, &
y =—(ux—y+uy y]—é—p L2 (1)
& ) e Rl B T 5

U ovom obliku jednadZzbe su spremne za diskretizaciju 1 upotrebu u algoritmu i simulaciji.

1.1.2 Jednadzba kontinuiteta

Dok je momentna jednadzba jednadzba u ¢ijoj pozadini stoji zakon o o¢uvanja momenta,
u jednadzbi kontinuiteta se manifestira zakon o ocuvanju mase. Uzme li se bilo koji
proizvoljni volumen fluida, razlika koli¢ine fluida u njemu izmedu bilo koja dva trenutka
mora biti jednaka razlici fluida koji su uSli 1 izaSli iz promatranog volumena.

Matematickim rje¢nikom:

10



5—p+Vpu:0

ot

Za nestlacive fluide medutim vrijedi da je gusto¢a konstantna. To znaci da se fluid ne

moze akumulirati u volumenu i jednadzba kontinuiteta glasi
Vu=0 (1.2.1)

Raspise li se ovaj izraz dobija se

- - ou. ou

O 055, (1.2.2)
& oy &

tj. ukupna koli¢ina fluida koji ulazi u bilo koji odabrani volumen mora u svakom trenutku

biti jednaka koli¢ini fluida koja izlazi iz toga volumena. U sustavima simulacije toka

fluida jednadzba kontinuiteta mora biti zadovoljena u svakom trenutku.

Navier Stokesove jednadzbe su diferencijalne jednadzbe drugoga stupnja. Osim u nekim
specijalnim slucajevima, analiticki su nerjeSive. Naime, zbog ovisnosti svakog djelica
volumena fluida o svim svojim susjedima i obrnuto, cijeli je sustav povezan. Da bi se
izraCunale promjene brzine i tlaka za svaki dio sustava potrebno je znati ve¢ promijenjene
veli¢ine svih susjednih elemenata, $to je naravno nemoguce jer je za njihovo raunanje
potrebno znati upravo ono Sto se pokusava izracunati. Nadalje, ¢ak i kada su poznate
vrijednosti susjednih veli¢ina, racunanje polja brzina ovisi o poznavanju polja tlaka, ali i

obratno.

Osim u specijalnim slucajevima, dakle, Navier Stokesove jednadzbe su nerjeSive
analitickim metodama. Jedini nain racunanja je numericki, iterativni postupak. S
obzirom da je takav pristup racunalno skup, uvijek se trazi moguénost izravnije metode.
Zbog vaznosti ovoga problema, institut za matematiku Clay ga je uvrstio u popis sedam
tzv. milenijskih problema za ¢ije je rjeSenje (ili dokaz nepostojanja rjeSenja) ponudena
nagrada od milijun americkih dolara.

Dok se problem ne rijesi, medutim, numericka metoda je jedina raspoloziva, a s obzirom
da za ukupno rjeSenje sustava treba do¢i do ispravnih vrijednosti nekoliko medusobno

povezanih veliina, sam postupak je dovoljno kompliciran da je razvijen velik broj

algoritama. Neki od njih su specijalizirani za odredene slucajeve, neki su ogranieni na
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dvije dimenzije, ali postoje i opéenitija rjesenja, od kojih ¢e ovdje biti predstavljen mozda

najpoznatiji. Algoritam nosi naziv SIMPLE.
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1.2 Algoritam SIMPLE

Ime SIMPLE je akronim engleskoga naziva Semi Implicit Method for Pressure Linked

Equations (djelomi¢no implicitna metoda za tlakom povezane jednadzbe). Objasnjenje

Pretpostaviti Izracunati u*
p %

P RI]CSltl Nema konvergencije
01Ssonovu
jednadzbu
A 4
p=p*+p

Konvergencija

Vizualizacija

Slika 1. SIMPLE algoritam

imena je dano u Dodatku C. Algoritam datira jo§ iz 1972-e¢ godine, a predlozili su ga

Patankar 1 Spalding. Prema [10], moZe se opisati u Sest glavnih koraka:
1. Pretpostaviti vrijednosti tlaka.
2. Koriste¢i tekuce vrijednosti tlaka izra¢unati nove iznose brzina.

3. Koriste¢i nove brzine iterativnom metodom rijeSiti Poissonovu jednadzbu za

dobijanje korekcija tlaka.
4. Primijeniti korekcije na iznose tlaka.

5. Ako su korekcije manje od uvjeta konvergencije, to su konacne vrijednosti i

nastavlja se s korakom 6. Ako ne, nastavlja se s korakom 2.
6. Iz sada tocnih vrijednosti tlaka izracunati korigirane brzine.

Algoritam je prikazan i na Slici 1.
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1.2.1 Prvi korak — postavljanje pocetnih uvjeta

U prvom koraku potrebno je pretpostaviti vrijednosti tlaka na cijeloj mrezi. Ako se radi o
steady state problemu, dobro je pocetne vrijednosti postaviti na iznose karakteristicne za
promatrani problem. Ako se simulira sustav koji polazi iz mirovanja, postavljanje tlaka na
nulu je obi¢no dovoljno. Tako ¢e ovo vrlo vjerojatno dovesti do pojave negativnih tlakova
u sustavu, Sto je fizikalno nemoguce, za simulaciju nestlacivih fluida ova je varka nebitna.
Naime, kod nestlacivih fluida o tlaku ovisi samo promjena brzina, a i ona samo o
razlikama tlaka, a ne o apsolutnom iznosu. lako bi direktna metoda rjeSavanja sustava
jednadzbi zbog nedefinirane vrijednosti dovela do singularne matrice 1 nemogucnosti
davanja rjeSenja, iterativna metoda ¢e se prilagoditi i raditi ¢e sa bilo kojom srednjom
vrijednosc¢u tlaka. Zbog potrebe racunanja razlika, po€etna vrijednost nula zato ima vise
smisla jer se zbog prirode floating point zapisa brojeva na taj nacin zadrZzava najvisa

preciznost.

1.2.2 Drugi korak — rjeSavanje momentne jednadzbe

U drugom koraku algoritma se iz zadanih vrijednosti brzina 1 pretpostavljenih vrijednosti
tlaka izracunavaju nove brzine koriste¢i momentnu jednadzbu. Zbog korisStenja pogresnog
polja tlaka ove brzine nece biti tocne 1 biti ¢e im potreban ispravak. Tijekom iterativnog

postupka ¢e ispravci biti sve manji, a rjeSenje sve blize.

1.2.3 Tredi korak — rjeSavanje Poissonove jednadzbe

Tre¢i korak predstavlja algoritam u malom. S obzirom da polje korekcija tlaka ovisi o
samome sebi, rjeSenje je moguce dobiti jedino iterativno. Uvjet konvergencije je ovdje
jednostavan. Promatraju se promjene iznosa u uzastopnim iteracijama i kada najveca
promjena u citavom sustavu postane manja od zahtijevane razine tocnosti krajnje
vrijednosti su dostignute. Takoder, u ovom se koraku biljezi najveca izracunata korekcija
u apsolutnom iznosu, koja se kasnije koristi za provjeru konvergencije vanjskog

iterativnog postupka.
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1.2.4 Cetvrti korak — primjena korekcija tlaka

Cetvrti korak je po kompleksnosti suprotnost prethodnom. Starim iznosima tlaka

pridodaju se izracunate korekcije da bi se dobile nove vrijednosti.

1.2.5 Peti korak — provjera konvergencije

U petom koraku se provjerava konvergencija cjelokupnog postupka. S obzirom da tlak
ovisi o brzinama, a brzine o tlaku, postojanje korekcije tlaka ukazuje na neuravnotezenost
ove dvije veli¢ine. Ako korekcija nema, znaci da ve¢ postojeci tlak odgovara postoje¢im
brzinama. To dalje znaci da bi se koriStenjem postojeceg tlaka opet dobile iste brzine. Na
taj nacin je za konvergenciju glavnog iterativnog postupka dovoljno da najveca korekcija
tlaka u cijelom sustavu, koja je izraCunata u Cetvrtom koraku, iznosi manje od zadanog
uvjeta konvergencije. Ako to nije tako, algoritam se nastavlja drugim korakom. Korisno
je broj iteracija ograniciti da bi se u slucaju divergencije sprijecio ulazak u beskona¢nu
petlju. Treba naravno paziti da najvec¢i dopusteni broj iteracija bude dovoljno velik za
dostizanje konvergencije. Za prve korake ovo moze biti dosta velika brojka, dok je
kasnije dovoljno sve manje i manje. S druge strane, Sto simulacija dalje odmice, ako se
dosegne stabilno stanje, divergencija je sve manje vjerojatna. Ogranicenje dakle treba

oprezno odabrati, ali u svakom slucaju je bolje izabrati preveliki nego premali broj.

1.2.6 Dodatne napomene

Da bi momentna jednadzba bila to¢no rijeSena, dovoljno je poznavati to¢ne vrijednosti
tlakova u sustavu. To, medutim, nije moguce bez poznavanja brzina. Cijeli algoritam
SIMPLE je zato samo postupak dobijanja to¢nog polja tlaka. U posljednjoj iteraciji
postupka u drugom ¢e se koraku koristiti stare vrijednosti brzina, jednako kao i u prvom

koraku, ali uz njih nove vrijednosti tlaka. Na taj nacin ¢e nove brzine biti tocno dobivene.

Nakon S$to jedan cijeli korak algoritma zavr$i, novodobiveni se tlak koristi kao novi
pretpostavljeni 1 nastavlja se opet s drugim korakom algoritma, prilagodavaju¢i tlak jo$
jednom da bi se na kraju mogle izraunati sljedec¢e brzine. S vremenom, kako sustav
dolazi blize kona¢nom, stabilnom stanju, broj iteracija ¢e se smanjivati, da bi na kraju sve
zavr$ilo u jednostrukim prolazima kroz algoritam. S obzirom da se brzine i tlakovi viSe ne

mijenjaju, korekcije ¢e u svakom koraku biti nula, pa ¢e 1 uvjeti konvergencije uvijek biti
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zadovoljeni ve¢ u prvom prolazu. Zbog ovoga razloga najkriti¢niji dio simulacije je
obi¢no upravo prvi korak. Naime, tada su iznosi najudaljeniji od realnih vrijednosti i
divergencija rezultata je najvjerojatnija. Zato dobro pogodene pocetne vrijednosti mogu

znaciti razliku izmedu dobijanja dobrih rezultata ili nedobivanja rezultata uopce.

Da bi se problem barem djelomi¢no ublazio, uvode se sitne preinake u jednadzbe. S
obzirom da na pocetku iznosi temeljnih veli¢ina mogu imati velike raspone na uskom
podrucju, izraCunate korekcije mogu biti preuveliCane 1 na taj nacin mogu doprinijeti
ionako pogres$noj slici. Zato se uvode tezinski faktori za korekcije, tj. koeficijenti koji
skaliraju korekcije. Namjernim smanjenjem promjene algoritam se usporava u slucaju da
su dobivene brojke realne, ali mu se zato daje mogucnost da ispravi greske u slucaju da je

rjeSenje krenulo krivim smjerom.

Koeficijente treba pazljivo odrediti jer premale vrijednosti mogu pretjerano usporiti
simulaciju. Isto tako, prevelike vrijednosti vjerojatno nece biti dovoljne da sprijece

eventualnu divergenciju rezultata.

Ove preinake ne pomazu samo u po¢etnim trenucima simulacije. Promatrani sustav moze
zavrSiti u stabilnom stanju, ali u velikom broju slucajeva cilj je promatrati sustave koji
nikada ne dostignu vremensku stalnost. U takvim slu¢ajevima su ovakve metode takoder

korisne.
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1.3 Diskretizacija

Navier Stokesove jednadzbe daju matematicki okvir ponasanja fluida. Kako su te
jednadzbe analiti¢ki nerjeSive, razvijaju se algoritmi dizajnirani za Sto brzi, laksi ili

je i SIMPLE.

No, Navier Stokesove jednadzbe u svom diferencijalnom obliku nisu pogodne za
upotrebu u racunalnim programima. Diferencijabilne funkcije su nuzno kontinuirane, dok
racunalna oprema podrzava racunanje samo diskretnih veli¢ina. Da bi se kontinuirane

veli¢ine mogle koristiti, one moraju proci proces diskretizacije.

S obzirom da kontinuirane funkcije imaju beskonacno finu uzorkovanost, a diskretne
nuzno samo konac¢nu, oc€ito je da pri diskretizaciji dolazi do gubitka podataka. Takoder,
pri diskretizaciji vremena gube se ili netocno racunaju sve promjene Cije je trajanje

usporedivo s trajanjem jednog vremenskog koraka.

Ako se radi s linearnim funkcijama, gubitaka nema, jer se na jednostavan nacin linearne
promjene mogu rekonstruirati iz diskretnih vrijednosti. Ako se poznaje oblik funkcije, u
mnogim se slu¢ajevima takoder originalna funkcija moZe rekonstruirati. Medutim, ako se
radi o nekoj op¢oj raspodjeli, kao Sto je raspodjela brzina i tlaka u nekom fluidu, gubitak
informacija kroz prijelaz u diskretnu domenu je ireverzibilan. To upuéuje na potrebu da
se odabiru glavnih parametara diskretizacije pristupi oprezno. Uzorkovanje podataka na

krivim mjestima moZe lako dovesti do nerealnih, a time 1 beskorisnih rezultata.

1.3.1 Postupak diskretizacije

Prvo §to je potrebno uciniti je prepoznati bitne veli¢ine Cije vrijednosti treba uzorkovati.
Kada se radi o nestlacivim fluidima, to su brzina i tlak. Obje ove veli¢ine su kontinuirane
1 mogu imati relativno velike promjene unutar malih prostornih pomaka. Kod toka oko
ostre prepreke, na primjer, promjene brzine su iznimno velike na samoj ostrici u odnosu
na podrucje neposredno uz prepreku. Sli¢na je stvar i s tlakom. U takvim situacijama je

pravilna diskretizacija prostora od presudne vaznosti.

Kad se o prostoru radi, postoje dvije moguce podjele. Jedna je stvaranje pravilne mreze, a

druga stvaranje takve mreze koja ¢e biti specijalno prilagodena specificnom zadatku.
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Pravilne mreze imaju prednost u jednostavnosti implementacije. U takvom slucaju
granice gradevnih elemenata su strogo zadane, razmaci medu uzorcima temeljnih veli¢ina
su konstantni 1 bilo kakve interpolacije su najjednostavnije mogucée. S druge strane,
pravilne mreze u potpunosti zanemaruju bilo kakve nehomogenosti u simuliranom
sustavu 1 u potpunosti se jednako odnose prema nezahtjevnim, kao i prema
najzahtjevnijim dijelovima sustava. Racunalna snaga se troSi na nepotrebne kalkulacije
dok na podru¢jima gdje se dogadaju brze ili lokalizirane izmjene fino¢a uzorkovanosti ne
zadovoljava zahtjeve za realnoS¢u simulacije. Nepravilne mreze nadoknaduju ove
nedostatke, ali 1 stvaraju probleme kod odredivanja granica medu elementima, utjecajima
susjednih elemenata, interpolaciji podataka i slicno. Kao i uvijek, odabir ovisi samo o

potrebama specificne situacije.

Iako se kad se govori o prostornoj mrezi govori o, naravno, prostoru, to ne znaci da
podjela sustava mora biti vremenski nepromjenjiva. Kod dinamicnih sustava daleko se
najbolji rezultati dobiju primjenom dinami¢nih mreza. Ovdje se mreza u svakom koraku
prilagodava trenutnom stanju sustava. Za primjer se moze uzeti tok fluida oko kruzne
prepreke (ali sli€an efekt nastaje pri toku oko raznih prepreka). Ovdje se u pozadini
prepreke naizmjenicno na jednoj i drugoj strani stvaraju vrtlozi koji se zatim odvajaju od
prepreke i1 putuju niz struju s vremenom gubeci na snazi. Pravilna mreza moze prikazati
ovaj klasi¢ni problem, ali nije u stanju zabiljeziti sve sitne detalje toka unutar vrtloga.
Nepravilna staticna mreZa nece dati niSta bolje rezultate (naprotiv, uz isti broj elemenata
moze dati i gore rezultate od pravilne mreze). Medutim, dinami¢na mreza, koja u svakom
koraku najfiniju podjelu ima upravo na vrtlozima, dati ¢e najto¢nije podatke o ponasanju
sustava. Nedostatak ove metode je lako shvatljiv. Svi problemi s detekcijom granica
medu elementima, interpolacijom podataka i ostalim zada¢ama koje se moraju vrsiti na
razini elemenata mreze, a $to je problem 1 stati¢nih nepravilnih mreza, ovdje poprimaju
novu dimenziju s obzirom da se ne rjeSavaju samo jednom nakon diskretizacije prostora,

nego u svakom vremenskom koraku simulacije.

Vremenska diskretizacija ima slicne probleme. I ovdje je, iako daleko manje zastupljena,
nepravilna podjela moguc¢a i u odredenim slucajevima bi dala bolje rezultate. Trenuci
kada dolazi do stvaranja ili odvajanja vrtloga su trenuci kada se na vremenskoj skali
promjene dogadaju relativno brzo. Ipak, vremenska je diskretizacija obi¢no pravilna i to

uglavnom zbog potrebe vremenski ujednacene vizualizacije simulacije.
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1.3.2 Derivacije diskretne funkcije

Nakon $§to su iznesene opée napomene vezane za prostorno vremensku diskretizaciju
potrebno je jo§ pokazati principe derivacije diskretnih funkcija. Pod uvjetom da je neka
veli¢ina uzorkovana, sve informacije o njoj sada su sadrzane isklju¢ivo u diskretnim
toCkama sustava. Deriviranje se viSe ne obavlja na kontinuiranoj funkciji. Diferencijalne
jednadzbe postaju jednadZbe diferencija. Prije formulacije Navier Stokesovih jednadzbi 1
Poissonove jednadzbe u njihovim diskretnim oblicima, potrebno je definirati derivacije na

diskretnim veli¢inama.

Na slici 2 prikazan je jednodimenzionalni slucaj zamisljenog sustava s karakteristicnom

varijablom ¢. Vrijednosti koje
Ax

< R se pojavljuju u proracunima i

O O O O O stoga moraju biti poznate su
iznos same  funkcije u
0i2 Di-1 i ®i+1 Oi+2 L

promatranoj tocki, zatim njena

Slika 2. Jednodimenzionalni prostor u kojem je u derivacija i druga derivacija na
diskretnim tockama definirana funkcija ¢

istom mjestu. Iznos funkcije je

oCito na raspolaganju bez potrebe za ikakvim racunanjem. Iznos derivacije je donekle
problemati¢no pitanje. Naime, derivacija je definirana kao iznos promjene derivirane
veli¢ine u ovisnosti o promjeni veli¢ine po kojoj se derivira. Kod diskretnih funkcija
1znos promjene veli¢ine po kojoj se derivira je takoder diskretiziran. U slucaju sa slike 2
on iznosi AX. Promjena derivirane veliCine, funkcije ¢, unutar toga intervala je (@i+; — ¢).
Derivacija je dakle

0P _ P = (13.2.1)

ox Ax
Problem je, kako se vidi, u Cinjenici da na ovaj naCin izraCunata derivacija nece biti iznos
koji vrijedi u tocki i, nego onaj koji bi vrijedio u tocki i+1/2. Taj se indeks, medutim,
nalazi izmedu elemenata i u diskretizaciji prostora nema smisla. Druga je moguénost da
se promjena ¢ racuna kao (¢; — ¢i.1), ali ovo je identican problem. Jedini nacin da se iznos
derivacije dobije to¢no na indeksu 1 je taj da se promjena racuna na Sirem podrucju, ¢ime
se dobije formula

0P _ P ~Pin (13.2.2)
& 2Ax
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Ovako izraCunata derivacija zaista daje iznos to¢no na indeksu i, ali je problem u
koriStenju vrijednosti funkcije razmaknutih za dvostruku Sirinu elementa mreze. Na taj
nacin se preciznost racuna smanjuje 1 efektivno se radi s podacima to¢nima jednako kao
da mreza ima dvostruko manje elemenata (u jednodimenzionalnom slucaju). Iz ovoga se
razloga ipak odabire formula (9.1). Iako loSe postavljena, ona u sebi nosi vecu preciznost

1 zato je bolji izbor.

Druga derivacija sada ne predstavlja problem. S obzirom da je definirana kao derivacija
prve derivacije, a prve derivacije su definirane u tockama i+(2k+1)/2, keN, rezultat se
jednostavno dobije tocno na Zeljenom indeksu

i 00, 00, (9 —0)— (9. —0.)
=20, .
5 ¢ _ &C @C _ Ax — gozﬂ (01 + (0171 (1323)

ox? Ax Ax Ax?

Opcenito, svaka derivacija parnog stupnja u odabranom nacinu racunanja ¢e biti
definirana to¢no na elementu mreZe, pa se naziva centralno izraCunatom vrijedno$¢u, a
svaka derivacija neparnog stupnja ¢e biti definirana pola Sirine elementa mreze ispred
elementa za koji se racuna, pa se naziva unaprijedno (engl. forward) izraCunatom
vrijednos¢u. No, za potrebe simulacije fluida dovoljne su upravo definirane derivacije

prvog i drugog stupnja.
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1.4 Diskretizacija jednadzbi

1.4.1 Efekt Sahovske ploce

Poznavajuéi diferencijalni oblik Navier Stokesovih jednadzbi i metode diskretizacije iz
prethodnoga poglavlja, moguce je formulirati diskretni oblik jednadzbi. Medutim, ovdje
dolazi do odredenih problema koji direktno utjeu na rezultate simulacije. Naime, jedan
od ¢lanova desne strane Navier Stokesovih jednadzbi je utjecaj razlike tlaka na promjenu
brzine fluida. Da bi se izraCunao taj utjecaj potrebno je izracunati kolika je njegova
promjena unutar elementa diskretiziranog prostora. Da bi ova promjena mogla biti
izraunata, potrebno je znati iznose tlaka na granicama elementa prostora. PoSto su
kljuéne veli¢ine definirane u centrima elemenata, koristi se jednostavna linearna

interpolacija. Zatim se ove vrijednosti koriste za raCunanje derivacije. Dobije se dakle

P *Pi Pi—Piy _ Pin—Pia

0 = Do = Ll S =2 : 1.4.1.1
Piros = Pi-os > > > ( )

Kako je vidljivo, razlika tlaka na granicama bilo kojeg elementa mreze biti ¢e izracunata

kao razlika vrijednosti tlaka zapisanih u susjednim elementima. U racunima se nikada

ne¢e pojaviti neka  druga

AX kombinacija, tako da susjedne

vrijednosti ne¢e nimalo ovisiti

M) M) M) M) M)
N\ N\ N\ N\ N\
jedna o drugoj. Zahvaljujuéi

300 70 300 70 300 )
ovome, potpuno nerealno polje

Slika 3. Iako potpuno nerealne, vrijednosti polja tlaka u kojem se izmjenjuju dvije

dovoljavaj tnu jednadzb .. iy- . .
zacovorjavajt momentny Jecnaczobu po volji razli¢ite vrijednosti

zadovoljiti ¢e momentnu

jednadZbu. Primjer takvoga jednodimenzionalnoga problema je prikazan na slici 3.

Slicno problemu s momentnom jednadZbom, problemi nastaju 1 s jednadZbom

kontinuiteta. Za jednodimenzionalni sustav, ta ¢e jednadzba jednostavno glasiti

A _y (1.4.1.2)

ox

Dakle, koli¢ina fluida koja ude u jedan element prostora mora u svakome trenutku biti

jednaka koli¢ini fluida koja izade. Posto su granice jednako velike, koli¢ina ovisi samo o
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brzini, $to znac¢i da ulazna i izlazna brzina moraju biti jednake. Brzine na granicama se
dobiju linearnom interpolacijom kao i u slucaju tlaka za momentnu jednadzbu, pa je izraz

za jednadZbu kontinuiteta

u.,+u. u. —u. u.,—u.
ui+0.5 _ui,()'S — 1+12 i i 2 i1 — i+l 2 i—1 (1413)

Ocito je da je problem identican. Slicna se stvar dogada u dvije dimenzije, kako je
prikazano na slici 4. Problem se naziva problemom Sahovskog polja (eng. checkerboard).

Razlika u dvodimenzionalnom slucaju je da je ponavljajuéi element veliine Cetiri

100 12 100 12 100

40 150 40 150 40

100 12 100 12 100

40 150 40 150 40

100 12 100 12 100

Slika 4. Problem $ahovskog polja u dvije
dimenzije
elementa prostora. U trodimenzionalnom slucaju radilo bi se o osam elemenata u kocki

dimenzija 2x2x2.

Ocito je da se ne moze dopustiti da susjedne brzine u mrezi budu toliko razlicite, a da te

razlike nemaju nikakav utjecaj na ponaSanje fluida.

Da bi se ovaj problem rijeSio, predlozeno je nekoliko rjeSenja. Neka od njih su
postavljanje dodatnih ogranic¢enja na vrijednosti brzina i tlakova, dodavanje dodatnih
uvjeta za granice sustava, posebno odabrani pocetni uvjeti 1 slino. NajkoriStenija 1 za
op¢i slucaj najprimjerenija metoda posmaknute mreze je pojaSnjena u sljedeCem

poglavlju.

Zanimljivo je primijetiti da probleme u rjeSavanju gotovo iskljucivo stvaraju prve

derivacije, dok se druge redovno ponasaju stabilno i1 ne unose nered u sustav.
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1.4.2 Rjesenje problema - Posmaknuta mreza

Posmaknuta mreza (eng. staggered grid) je metoda stvorena na ideji da sve klju¢ne
veli¢ine ne moraju biti definirane u istim toCkama. Narav diskretnog sustava zahtijeva
diskretizaciju svih veli¢ina, ali ne govori nista o potrebi jednake diskretizacije prostora za
sve varijable. Dakle, za svaku varijablu moze se odabrati posebna mreza elemenata.
Naravno, u ovako nesto se ne bi ulazilo da takav pristup sa sobom ne nosi odredene

prednosti.

U slucaju brzina, prednost koju donosi ova metoda upravo je rjeSavanje efekta Sahovskog
polja. Kako je vidljivo na slici 5, brzine su definirane na granicama elemenata, tj. na

polovici udaljenosti od jednog ¢vora do drugoga i1 to tako da su brzine u x smjeru

O—2 N —» ~ —»
9 9 9 9,
(O——> N —» N —>
) ) ) )
O —> N —» N TP
O O 9, 9
(O——P N —P» N —>
) ) ) )

Slika 5. Lokacije definicija tlaka (plavo), brzine u x smjeru
(crveno) i y smjeru (zeleno)
pomaknute duz x osi, a one u y smjeru duz y osi. Tlakovi i dalje ostaju definirani u
srediStima elemenata. Ovako definiran sustav zapravo je logi¢niji izbor 1 blizi stvarnosti
od sustava s jedinstvenom mreZzom. Naime, tlak, kao svojstvo elementa, definiran je
upravo za jedan element. Brzine, s druge strane, definiraju razmjenu fluida i u tom smislu

logicki znace opis granice.

Prednosti ovakvoga nacina diskretizacije su dvojake. S jedne strane rijeSen je problem
opisan u prethodnom poglavlju. Tamo je cilj bio, kad se radi o brzinama i jednadZbi
kontinuiteta, izracunati razliku brzine na ulazu i izlazu iz jednog elementa mreze. Kako
ove vrijednosti nisu bile definirane, dobijale su se interpolacijom glavnih ¢vorova, §to je

rezultiralo eliminacijom vrijednosti promatranog ¢vora iz proracuna. Sada medutim
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interpolacija nije potrebna jer su poznate upravo potrebne veli¢ine. Zato sada jednadzba

kontinuiteta za jednodimenzionalan problem glasi jednostavno

ou

5 Viros THios =0 (1.4.2.1)

=0,

Druga prednost koja izni¢e iz upotrebe posmaknute mreze dolazi iz pozicija tlaka. Tako ta
mreza nije promijenjena, odnos njenog i poloZaja mreza brzina se promijenio. Razlika
tlaka medu medusobno susjednim elementima sada postaje prirodna mjera utjecaja polja
tlaka na polja brzina, s obzirom da su srediSta elemenata jedne mreze na granicama
elemenata druge mreze i obratno. Zahvaljuju¢i ovom novom svojstvu i drugi problem iz
prethodnog poglavlja se automatski rjesava. Naime, taj problem, vezan uz momentnu
jednadzbu, zahtijevao je raCunanje promjene tlaka na granicama elementa zbog potreba
raCunanja utjecaja na brzinu. Zbog potrebe interpolacije dolazilo je do eliminiranja
vrijednosti iz promatranog elementa. S obzirom da su sada vrijednosti na granicama
upravo one koje su poznate, razlika se racuna na susjednim ¢vorovima, a ne na svakom

drugom.

Za oba problema posmaknuta mreza daje mogucénost racunanja razlika tlaka i brzina na
susjednim elementima. Kako je svaki element sada povezan sa svojim susjedima,
situacije prikazane u prethodnom poglavlju su nemoguce. Naime, velike razlike tlakova u
susjednim ¢vorovima sada ¢e nuzno dovesti do velike promjene brzine na njihovoj
granici, a velike razlike brzina nuzno ¢e promijeniti tlak, izgladujuéi postepeno cijeli

sustav. Ovakva metoda na kraju daje realne rezultate.

1.4.3 Diskretizacija Navier Stokesovih jednadzbi

Sada je napokon definirano sve potrebno za formulaciju diskretnog oblika Navier
Stokesovih jednadZbi. Diferencijalni zapis sadrZi razlicite oblike 1 stupnjeve derivacija
tlaka 1 brzina. S lijeva na desno ¢lanovi su derivacija brzine po vremenu, brzine po
prostoru, tlaka po prostoru i na kraju druga derivacija brzine po prostoru. Prvo je

najjednostavnije:

n+l _n
%ZuA—zu (1.4.3.1)

24



gdje oznaka n oznacava vremenski korak. Kako je vrijeme diskretizirano u trenucima
T+kAt, keN, derivacija se svodi na jednostavnu promjenu vrijednosti u uzastopnim

vremenskim koracima.

Derivacija tlaka po prostoru, s obzirom da je tlak i dalje definiran u srediStima elemenata

mreze, identi¢na je ve¢ prikazanoj op¢oj metodi diskretizacije prve derivacije

P _ Py Py (1.43.2)
ox Ax
P _ Pijn = Pij (1.4.3.3)
oy Ay

Problemi o kojima je bilo rijeci, a odnosili su se na raCunanje prve derivacije na granici
elementa umjesto u sredisStu, sada viSe ne predstavljaju nedostatak nego dobrodoslu
podudarnost posto su brzine na ¢iji se iznos racuna utjecaj promjene tlaka definirane

upravo na granicama.

Prva derivacija same brzine, medutim, rezultate daje tocno u srediStima elemenata, $to je
sada nepovoljno. Medutim, prema ve¢ pokazanome, jedina alternativa je umjetno

smanjenje rezolucije mreze, $to je jos gore rjeSenje. Prva derivacija brzine je zato:

ou _ Uios,j —Uigs,;

> 1434
ey ™ ( )
@ _ Ui ios ~Uijos (1.4.3.5)
oy Ay

Druga derivacija brzine ¢e sada opet davati rezultat relevantan za trazenu tocku:

5”‘i+0,5,j B 5”1‘—0,5,,‘ (ui+l.5,j - ui+045,j) - (”i+o,5,j - ui—O.S,j)

5’u & X _ Ax _ Uiis,; — 2ui+0.5,j tU s,
o’ Ax Ax Ax?
(1.4.3.6)
&’li,j+0.5 B 5”1'7(/70.5 (ui,j+1.5 - ui,j+0.5) - (ui,j+0.5 - ui,j*O.S)
S’u _ oy oy _ Ay _ Ui s — 2”i,j+0.5 U ;o5
o’ Ay Ay Ay’
(1.4.3.7)
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U ovom trenutku su definirane samo derivacije brzina u smjerovima na koje se odnose.
Definirana je dakle samo prva i druga derivacija x komponente brzine po x-u 1 derivacije
vy komponente po y-u. Da bi se Navier Stokesove jednadZbe mogle ispisati u diskretnom

obliku, potrebno je jo§ dati objaSnjenje derivacija brzina u suprotnim smjerovima.

Kako su brzine u x smjeru definirane u tockama (i+(2k+1)/2, j+k), keN, njihova prva
derivacija u y smjeru nece iskoristiti prednosti posmaknute mreze iz jednostavnog razloga
S$to x mreza nije posmaknuta u y smjeru. Zbog toga ¢e ova vrijednost biti vazeca za tocku
to¢no izmedu dva dijagonalno postavljena glavna ¢vora. Sli¢no razmatranje vrijedi 1 za y

komponentu brzine. Prve derivacije ¢e tako biti:

ou Uios, o1 ~Uisos,)

5; = 5 (1.4.3.8)
? — ui+l,j+0.?A; ui,j+0.5 (1439)

Derivacije drugoga stupnja ¢e davati vrijednosti koje su vazece to¢no za ¢vorove mreZa

brzina koje se deriviraju.

2 _
ou, _ Uios, 2“i+0.5,j U s 0

= 1.4.3.10
o’ Ay? ( :
5%u Uiy jeos —2U; 505 T U 05
5x2y = ! A;Z / (1.4.3.11)

U ovom trenutku su u diskretnom obliku definirani svi ¢lanovi Navier Stokesovih
jednadzbi. Prije krajnje formulacije zanimljivo je pogledati koje vrijednosti tlakova i
brzina su potrebne za rjeSavanje momentne jednadzbe za jedan ¢vor mreze, dakle za

racunanje iznosa brzina u x i y smjeru.

Na slici 6 plavim, crvenim i zelenim krugovima su prikazani redom ¢vorovi tlaka, brzine
u x smjeru i brzine u y smjeru. Lako se moZe primijetiti posmaknutost mreza. Zutom
podlogom je oznacen element koji se obraduje. Vidljivo je da je za rjeSavanje momentne
jednadzbe za samo jednu diskretnu tocku potrebno koristiti Cak trinaest razliCitih
vrijednosti. lako se ovo moZe procitati iz jednadZbi, na ovakvoj slici je lakSe uociti koliko
su udaljene neke vrijednosti nuzne za tocan izracun. Pri implementaciji algoritma treba
posebno paziti na elemente blizu rubova simuliranoga prostora ili blizu prepreka. Poseban

oprez je potreban pri radu s tankim preprekama, Sirine jednoga elementa mreze, jer tada
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druga derivacija brzina moze iskoristiti vrijednosti iz udaljenih ¢vorova koje mogu biti

prilagodene uvjetima s druge strane prepreke.

8) Uij+1.5

Pij+1
)
A\
Ui+0.5,j+1
ﬁ) Ui-1,j+0.5 O Uij+0.5 © Ui+1,j+0.5
Pij Pit1,]
@ O @ O
Ui-0.5 Ui+0.5, Ui+1.5
O Uij-05
@
Ui+0.5j-1

Slika 6. Vrijednosti tlaka i brzina potrebne za momentnu
jednadzbu pri obradi osjen¢anog elementa

Na kraju, Navier Stokesove jednadzbe, ili momentna jednadzba, u diskretnom i

nevektorskom obliku glasi:

n+l n
Uios,j ~Uivos,; y Uivos, “Uios,; u Uivos, i —Uiros,; Pia —Pi
= 7| %iv0s,;) i,j+0.5 -
At " Ax Ay Ax
+ [ Uis; — 2ui+0.5,j U s, + Uiios, _2”i+0.5,j t Ui s 0
Re Ax’ Ay’
(1.4.3.12)
n+l n
U ivos Ui jros _ u Ui jros ~ Ui 105 Sy U; ivos " Ui jos Pij—Dij n
= 7| %iv05s,;) i,j+0.5 -
At " Ax Ay Ay
[ Ui jr0s — 2“i,«/+0.5 TU s + Ui s — 2ui,j+0.5 U s
2 2
Re Ax Ay

(1.4.3.13)
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1.4.4 Diskretizacija Poissonove jednadzbe

Nakon pregleda diskretizacije svih derivacija iz prethodnoga poglavlja, za Poissonovu
jednadzbu su ve¢ dati gotovo svi potrebni izrazi. Jedino $to je ostalo nedefinirano, posto
se ne koristi u momentnoj jednadzbi, je derivacija tlaka drugoga stupnja. Medutim, s
obzirom da je tlak definiran u toCkama (i+k, j+k), keN taj je izraz ve¢ prikazan u

poglavlju o opcoj diskretizaciji derivacija. Izraz dakle glasi:

2 = 2D D
S f _ Pia, p’;’ Pi1, (1.4.4.1)
S¢ Ax

5°p _ Pijn —2pi; D
&’ Ay?

(1.4.4.2)

Diskretni oblik Poissonove jednadzbe je skalarni izraz s obzirom da je tlak skalarna

veli¢ina, pa tako ova jedna jednadzba glasi:

/ / / / / /
Pij _2pi,j P, N Pija— Zpi,j TPija 1 [ Ues; —Uiogs; N Ui jvos ~Uijos
t

Ax? Ay? A Ax Ay

(1.4.4.3)

IzIu¢ivanjem p';; iz gornje jednadzbe dobije se eksplicitni izraz za korekciju tlaka u tocki
(1, j).- S obzirom da se susjedne korekcije dobijaju koriStenjem jednake jednadZzbe, proces

racunanja svih korekcija na mrezi mora, kako je ve¢ pojasnjeno, biti iterativan.

Poissonova jednadzba u odnosu na momentnu jednadzbu donosi nove dvije vrijednosti
potrebne za dovrSetak jedne iteracije glavnog algoritma. Na slici 7 prikazana je konacna
slika potrebnih tocki sli¢no kao na kraju prethodnoga poglavlja. Nove dvije vrijednosti su
oznacene crnim krugom. To su vrijednosti ¢vorova tlaka koje nisu bile potrebne u
momentnoj jednadzbi koja koristi samo prvu derivaciju tlaka, ali su potrebne u
Poissonovoj gdje se koristi 1 druga derivacija. Za razliku od momentne jednadzbe,
Poissonova ne koristi derivacije brzina drugoga stupnja, kao ni derivacije brzina po
smjerovima kojima same ne pripadaju, pa su tako za rjeSenje ove jednadzbe dovoljne
samo veli¢ine koje omeduju promatrani element, kao i vrijednosti tlakova u svim

susjednim elementima.
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Za kompletno rjeSenje momentne i Poissonove jednadzbe za svaki element potrebno je

koristiti ukupno petnaest vrijednosti tlaka 1 brzina. Iz ovoga je o€ito kolika je medusobna

8) Uij+1.5

Pij+1
J
O
A\
Ui+0.5,j+1
Ui-1,j+0.5 O Uij+0.5 Q© Ui+1,j+0.5
Pi-1,j r\pi,j f\piﬂ,j
. A\ . A\
Ui-0.5,j Ui+0.5,j Ui+1.5,)
Uij-0.5
ij-1 ®
Y Ui+0.5j-1

Slika 7. Vrijednosti tlaka i brzina potrebne za momentnu i
Poissonovu jednadzbu pri obradi osjen¢anog elementa

povezanost susjednih elemenata, a time i1 cjelokupne mreze elemenata. Iterativni se

postupak, medutim, dobro nosi s ovim zadatkom.
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Dosad ucinjeno

Dosadasnjim pregledom je prikazan matematicki model ponaSanja fluida, primjer
algoritma koji koristi numericku metodu za rjeSavanje danog modela te nacin

diskretizacije jednadzbi kao nuZan korak prema implementaciji na racunalu.

Slijedi sama implementacija, sa specificnim zahtjevima i rjeSenjima izabranog radnog

okruZzenja i izabranih problema racunalne dinamike fluida.
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2 Implementacija

2.0.1 Izbor platforme

U izradi programskog rjeSenja za potrebe ovoga rada koriSten je programski jezik C#.
Pitanje izbora nije lagan zadatak s obzirom da mnogi kandidati imaju specificne
prednosti. lako C# nije najkoriSteniji jezik niti stvara najbrzi program ili najmanje izvrs$ne
datoteke, vecina zamjerki koje mu se mogu naci nisu klju¢na pitanja za potrebe ovoga
rada. Jednostavnost sintakse i gotovo univerzalna prepoznatljivost naslijedena iz
programskih jezika C i Java, zatim ogromna mnozina raspolozivih biblioteka unutar
proizvoda Visual Studio .NET podrzanih kroz platformu .NET Framework i objektna
orijentiranost jezika samo su neke od prednosti. Ugradeno rukovodenje memorijom i
automatsko onemogucéavanje najcesc¢ih programerskih gresaka iz drugih jezika, kao Sto su
pogreske s pokazivac¢ima, izlazak iz granica polja i slicno su mozda najocitiji primjeri.
Takoder, drag and drop nacin izrade Windows aplikacija raspoloziv u paketu Visual
Studio .NET bitno skracuje vrijeme razvoja programa i fokusira paZnju na osnovni

problem umjesto na vizualno dotjerivanje.

Objektna orijentiranost jezika se moze promatrati kao nedostatak. Naime, s obzirom da u
ovom slucaju aplikacija mora simulirati ponasanje fluida koje je modelirano relativno
kompleksnim matematickim modelom koji se mora rjesSavati iterativno, zahtjevi za
racunalnom snagom su iznimno veliki. Potpuno objektno orijentirani jezik poput C#-a
situaciju jo§ pogorsava tretiranjem svih podataka kao objekata. lako takav pristup u
velikom broju sluc¢ajeva pomaze (npr. onemogucuje izlaz iz granica polja jer je polje
objekt koji sadrzi podatak o vlastitoj duljini 1 provjerava operacije nad sobom), u slucaju
potrebe za brzinom moze i odmo¢i. Dodatni podaci koje svaki objekt nosi pored korisnih

podataka mogu biti relativno veliki.

Cilj ovoga rada medutim nije napraviti najbrzi ili najmanji program simulacije fluida. Cilj
je prikazati principe programiranja, implementaciju kljuénih koraka 1 vizualizacije
rezultata simulacije. S obzirom na tako strukturiran zadatak, objektno orijentirano
programiranje nudi jednostavnost i preglednost kakvu ¢isto proceduralni jezici ne mogu

postici.
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2.0.2 Struktura projekta

Napravljeni projekt se sastoji od tri temeljna dijela: Windows Form, klasa Solver i klasa
Visualizer. Njihova je povezanost prikazana na slici 8. Windows Form je osnovna klasa

za izradu Windows aplikacija. U ovom programu osim standardnih podataka i metoda

Form
- visualizer vis
- solver solv

/Solver | \ ' \

- tlak fViSI_Jalizer .
- brzine - prikazBrzina()
- napredujKorak() Free,, - prikazTlaka()
ij “*=«a - prikazStrujnica()
- korekcijeTlaka() :
- noveBrzine() - pr1kane}1§tor.a 0
rzina

Slika 8. Temeljna struktura programa. Objekti tipa Solver i
Visualizer se instanciraju u Form-u i njihove se metode tamo
pozivaju. Neke metode Visualizer-a koriste podatke iz Solver-a

vezanih za vizualno rjeSenje aplikacije sadrzi samo nekoliko bitnih naredbi. Kako je ovo
dio koda u kojem pocinje izvodenje i koji je zaduzen za regulaciju tijeka ostatka
programa, ovdje se instanciraju objekti tipa Solver 1 Visualizer. Odreduju se dimenzije
prostora simulacije, potrebni parametri, postavlja se mapa prepreka, nacin toka fluida
kroz promatrani prostor i slicno. Ukratko, program je zamisljen tako da se iz ovog dijela
koda pozivaju metode Solver-a koje e rijesiti jedan vremenski korak simulacije 1 metode
Visualizer-a koje omogucéavaju nekoliko nacina iscrtavanja rezultata simulacije.
Redoslijed, broj poziva i sli¢no su prepusteni izboru, ali implementacija algoritma i sve
pojedinosti ostaloga koda su zanemarene s ciljem grupiranja specificnih zadaca, Sto je 1

ideja objektnog programiranja.
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2.1 Klasa Solver

Podaci :
- polja - parametri
brzine At
stare brzine Ax
tlak Ay
korekcije tlaka Reynolds-ov broj
stare korekcije tlaka najvecéa korekcija tlaka
mapa prepreka uvjet konvergencije

Klasa Solver je sto se simulacije fluida tice temelj programa. Sve metode koje se bave
simulacijom ponaSanja fluida, racunanjem tlakova i brzina, iterativnim postupkom,
provjeravanjem konvergencije 1 sli¢no smjeStene su isklju¢ivo na ovom mjestu. Klasa
Visualizer sluzi samo za vizualizaciju rezultata dobivenih koriStenjem podataka i metoda

u ovoj klasi.

S obzirom na ovo, sva teorija iznesena u prethodnim poglavljima je priprema za

raCunalnu implementaciju algoritama 1 struktura podataka koristenih u klasi So/ver.

2.1.1 Podaci

Vrijednosti brzina su smjestene u trodimenzionalno polje double[,,] wvel tako da
prve dvije dimenzije predstavljaju koordinate tocke u mrezi, a trea dimenzija odreduje
komponentu brzine. S obzirom da se obraduje dvodimenzionalni problem, moguce su
dvije vrijednosti, za x 1 y komponente brzine. PoSto se u simulaciji koristi posmaknuta
mreza za ¢vorove brzina, a pravila jezika zahtijevaju cjelobrojne indekse polja, iznosi

brzina se zapisuju na nacin da vrijedi
velli, 7, 0] =brzina(i+0.5, )
velli, J, 1] =brzina(i, j+0.5)

Na ovaj se nacin ¢vorovi za sve tri veli¢ine vracaju ponovno na iste indekse, ali, naravno,
to se odnosi samo na zapise u memoriji racunala. Sve jednadzbe koje su do sada izvedene

se koriste paze¢i na ovu razliku.
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Momentna jednadzba govori kolika je derivacija brzine po vremenu, odnosno kolika je
promjena u odnosu na prethodnu vrijednost, a ne daje apsolutni iznos nove brzine. Zbog
toga je za izraun iznosa brzine potrebno poznavati i vrijednosti iz prethodnog
vremenskog koraka. Te su stare vrijednosti pohranjene u polju double[,,] oldvel.
Po dimenzijama 1 tipu podataka ovo je polje identi¢no prethodnom, a tijekom iteracija
algoritma podaci koje sadrze naizmjence se smatraju 'starim' ili 'novim' vrijednostima.
Razlike u indeksima izmedu ovoga polja i indeksa posmaknute mreZe jednake su kao i za

polje novih brzina.

Tlak je skalar i zbog toga je za Cuvanje podataka o njemu dovoljno dvodimenzionalno
polje double[, ] p. Za razliku od brzina, stare vrijednosti tlaka se nigdje ne koriste,
tako da u ovom slucaju ¢uvanje podataka iz prethodnog koraka nije potrebno. Takoder, za
razliku od brzina, a kako je ve¢ re¢eno u poglavlju o posmaknutoj mrezi, vrijednosti tlaka

zapisane na memorijskoj lokacijip [1, 7] odnose se tocno na tlak u ¢voru (3, j).

U tre¢em koraku algoritma SIMPLE rjeSava se Poissonova jednadzba ¢iji su rezultat
korekcije tlakova dobivene koriste¢i nove vrijednosti brzina. Te su korekcije pohranjene u
polje double[, ] pCorrection. Za njega vrijedi sve vec receno za polje tlaka, osim
potrebe Cuvanja starih vrijednosti. Naime, pitanje konvergencije iterativnog postupka
rjeSavanja Poissonove jednadzbe se evaluira mjerenjem najvece promjene korekcije tlaka
izmedu dvije uzastopne iteracije. Kada cjelokupni postupak dode do konvergencije, ta ¢e
razlika teoretski biti nula. Prakti¢no, moze se odrediti razina to¢nosti koja je potrebna. U
svakom slucaju, da bi se ova razlika mogla izracunati, potrebno je znati stare vrijednosti
korekcija. Zapravo je dovoljno imati na raspolaganju vrijednosti onog elementa mreze na
kojem se pojavljuje najvece odstupanje, ali kako nema nacina da se taj element unaprijed
odredi, moraju se saCuvati vrijednosti iz svih elemenata. Stare korekcije su sadrzane u
polju double[,] oldPCorrection, a najveca korekcija tlaka na cijeloj mrezi u

varijabli double maxPCorrection.

Jos jedno vrlo bitno polje je int [, ] obstacleMap. Ovo polje, kako mu i ime govori,
sadrzi mapu prepreka u promatranom sustavu. Tijekom simulacije elementi oznaceni kao
dio prepreke imaju poseban tretman. O tome ¢e vise rijeci biti u pojaSnjenju metoda koje
koriste polje. Tip podataka je cjelobrojni. Naime, iako je dovoljno koristiti logicki tip, jer
prepreke ima ili nema, za brze izvodenje i lakSu implementaciju nekih pojava ovo polje

moze oznacavati visSe nego jedan tip posebnih elemenata. Granice sustava se mogu
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posebno promatrati, mjesta na kojima fluid ulazi ili izlazi iz sustava takoder, a za ubrzanje
rada sve elemente koji su udaljeni od bilo kakvih prepreka moze se tako i oznaciti. U ovoj
implementaciji postoje Cetiri dozvoljene vrijednosti: oznaka prepreke (ujedno i granice

sustava), oznaka utoka i istoka fluida iz podrucja simulacije 1 na kraju, pomicni zid.

Sto se ostalih podataka u ovoj klasi ti¢e, radi se uglavnom o raznim parametrima
simulacije. Neke, kao deltaT, deltaX i deltaY ne treba posebno objasnjavati. Moze
se medutim posvetiti par recenica pitanju postojanja dvije razlicite konstante za dimenzije
elemenata mreze. Posto se ovdje radi o implementaciji pravilne mreze, ove ¢e dvije
konstante biti jednake i tu postoji odredena redundancija. Isto tako, istina je i da su
vrijednosti obje konstante to¢no 1 i da nigdje ne utjeCu na izraCunate vrijednosti. Ipak,
zbog bolje (itljivosti koda 1 blize veze s matematickom podlogom, primijenjene formule
svugdje odgovaraju onima ispisanima u prethodnim poglavljima. Takoder, na ovaj na¢in

se olakSava svaka buduca izmjena koda.

Uvjet konvergencije double convergenceCondition je mjera koja govori koliko
blizu savrSenoj konvergenciji algoritam treba do¢i da se konvergencija smatra
dostignutom. PoSto se iterativni postupak konvergenciji priblizava asimptotski, a
preciznost double tipa podataka je velika, savrSeno podudaranje je najceS¢e bespotrebno
perfekcionisticki zahtjev. Apsolutno tocan rezultat nije presudno bitan za simulaciju, a
odstupanje od realnog sustava svakako viSe proizlazi iz diskretizacije postupka nego iz
nedostizanja potpune konvergencije. Ova varijabla zato sadrzi granicu na kojoj e
iterativni postupak stati 1 dobiveno rjeSenje ¢e se smatrati kona¢nim. Varijabla se koristi 1

za glavnu petlju algoritma SIMPLE 1 za rjeSavanje Poissonove jednadzbe.

Ovime je zavrSen pregled bitnih podataka sadrzanih u klasi So/ver. Moze se napomenuti i
to da su izvana vidljivi (imaju dozvolu javnog pristupa) samo neki od njih. Korekcije
tlaka, npr. su sasvim nebitne izvan klase. Nakon §to je konvergencija postignuta i jedan
vremenski korak obavljen, sve §to je bitno su stanja polja brzina i tlaka. Dostupni su jos 1

parametri koji odreduju simulaciju da bi se mogli posebno postavljati.

Klasa sadrzi jo$ 1 niz metoda za rad s ovim podacima. Neke od njih zasluzuju poseban

osvrt.
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2.1.2 Metode

2.1.2.1 Iteriranje glavne petlje algoritma

Nakon §to je prostor simulacije izgraden postavljanjem vrijednosti polja obstacleMap
1 nakon §to su postavljene pocetne vrijednosti bitnih parametara i polja, jedina metoda
koju je potrebno pozvati je bool advanceTimeStep (). Ova metoda vraca logicku
vrijednost true u slu¢aju da je korak simulacije zavrSio konvergencijom ili false ako
do konvergencije nije doSlo. Sama metoda zapravo samo poziva druge metode u slijedu

koji u potpunosti prati algoritam SIMPLE. Izvorni kod je dan u nastavku.

public bool advanceTimeStep ()

{

switchVelocities ();

for (int iteracija = 0; iteracija < maxIteracija;
iteracija++)
{
calculateNewVelocities ()
calculatePCorrection ();
applyPCorrection ();
if (maxPCorrection < convergenceCondition)
{
applyVelocityCorrections ();
return true;
}
}

return false;
}
U kodu su vidljivi koraci SIMPLE algoritma. Unutar for petlje se prvo racunaju novi
iznosi brzina (drugi korak algoritma), zatim se iteracijskim postupkom koji je u
potpunosti unutar metode calculatePCorrection () racunaju korekcije tlaka koje
se primjenjuju na stare vrijednosti tlaka da bi se dobile nove. Nakon toga se provjerava
konvergencija rezultata. Ako je konvergencija postignuta, petlja se prekida i u pozivajuci
program se vraca vrijednost koja oznacava uspjesno zavrsen korak. Ako do konvergencije
nije doslo, cijeli se postupak nastavlja. Petlja ¢e se izvrSiti najviSe maxIteracija puta.
Ovaj je broj postavljen dovoljno velik da se moze smatrati da ako rezultat nije dostignut u
tolikom broju pokuSaja da nece ni biti dostignut (rjeSenje je divergiralo), ali ipak dovoljno
nizak da program ne wupadne u dugotrajnu besmislenu blokadu. Ako nakon
maxIteracija konvergencija nije dostignuta, petlja se prekida i u pozivajuci program

se vrac¢a odgovarajuca vrijednost.
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2.1.2.2 Proracun vrijednosti brzina za novi vremenski korak

Racunanje novih brzina, kako je vidljivo u metodi advanceTimeStep (), vrsi metoda
calculateNewVelocities (). Kako ova metoda ima vrlo jednostavan kod koji
samo za svaki element mreze poziva metodu
calculateOneElementNewVelocity (), bitno je obratiti paznju na ovu drugu
metodu. Njen pseudokod se moze prikazati otprilike kako slijedi:

calculateOneElementNewVelocity (i, J)

vrijednosti karakteristic¢nih susjednih wvelic¢ina postavi
prema stvarnom susjedstvu

za svaki susjedni element koji Jje prepreka prilagodi
karakteristiéne susjedne velicine

izrac¢unaj nove Dbrzine prema diskretnom izrazu momentne
Jjednadzbe

kraj metode
Pri tome su karakteristine susjedne veliCine sve one vrijednosti tlaka i brzina koje su
potrebne za rjeSavanje momentne jednadzbe kako je ve¢ prikazano u teoretskom dijelu.
Unutar ove metode te veliine imaju imena dana prema stranama svijeta kako je

prikazano na slici 9. Ovakav nacin zapisa je razumljiviji od koriStenja indeksa polja,

8) farNorthY Vel
northPressure eastNorthXVel
0O o
\
northWestY Vel | northYVel northEastY Vel
ﬂ) @)
westX Vel Dij eastPressure
@ O @ @
eastXVel farEastXVel
Q southY Vel
@
eastSouthX Vel

Slika 9. Karakteristi¢ne susjedne veli¢ine oznaCene su imenima
strana svijeta. Jedino tlak u teku¢em elementu nema ovakvu
oznaku

pogotovo uzme li se u obzir kompleksnost momentne jednadzbe u diskretnom obliku.
Kod koji predstavlja samo tu jednadzbu, a koristi susjedne veli¢ine prema slici 9 prikazan

je u nastavku:
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vel[i, j, 0] = oldvel[i, j, 0] - velUndRelax * deltaT * ((eastXVel
* (eastXVel - westXVel) / deltaX/2 + northYVel * (eastNorthXvel
- eastXvel) / deltaY/2) + (eastPressure - p[i, j]) / deltaX - 1
/ Re * ((farEastXVel - 2 * eastXVel + westXVel) / (deltaX *
deltaX) + (eastNorthXvVel - 2 * eastXVel + eastSouthXvVel) /
(deltaY * deltaY))):;

[i, J, 1] = oldvel[i, j, 1] - velUndRelax * deltaT * ((eastXVel
* (northEastYVel - north¥YvVel) / deltaX/2 + northYvVel *
(northYVel - southYVel) / deltaY/2) + (northPressure - pl[i, jl)
/ deltaY - 1 / Re * ((northEastYVel - 2 * northYVel +
northWestYVel) / (deltaX * deltaX) + (farNorthYvVel - 2 *
northYvVel + southYVel) / (deltaY * deltaY)));

vel

Ovaj oblik jednadzbi identiCan je diskretnom zapisu danom u poglavlju o diskretizaciji

momentne jednadzbe.

2.1.2.3 Proracun korekcija tlaka

Sljede¢a metoda koja se poziva u advanceTimeStep() je metoda

calculatePCorrection (). Njen pseudokod se moZe prikazati kako slijedi:

bool calculatePCorrection ()
za svaki element mrezZe
postavi vrijednost korekcije tlaka na nula
postavi vrijednost stare korekcije tlaka na nula
ponavljaj do konvergencije ili najviSe do maxIteracija puta
postavi najvecéu korekciju tlaka na nula
postavi najveéu razliku korekcija tlaka na nula
za svaki element mrezZe
izracdunaj korekciju tlaka

ako je razlika nove 1 stare korekcije tekudeg
elementa vec¢a od dosad najveée razlike korekcije
tlaka

postavi najveéu razliku korekcije tlaka na
razliku nove i stare korekcije tekuceg elementa

ako je korekcija tlaka tekuéeg elementa veca od
dosad najvecle korekcije tlaka

postavi najvedu korekciju tlaka na korekciju
tlaka tekuceg elementa

ako Je najvec¢a razlika korekcije tlaka manja od wuvjeta
konvergencije
korekcije tlaka su dostigle konac¢nu vrijednost; izadi iz
metode

inace
za svaki element mrezZe
postavi staru korekciju na vrijednost nove korekcije
kraj metode

Ova je metoda posebno bitna zbog iterativnog postupka koji dosad nije objasnjen. No,

radi se o iznimno jednostavnom postupku. Nove vrijednosti korekcija tlaka se
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izracunavaju sve dok najveca razlika korekcije izmedu dvije uzastopne iteracije ne padne
na prihvatljivu razinu. Unutar cijelog postupka, koji ne ovisi o ovome koraku, vrlo je
bitno da se pamti najveca korekcija tlaka na mreZi u apsolutnom iznosu. Ta je veli€ina,

naime, mjerilo konvergencije algoritma SIMPLE.

Ova metoda za svaki element mreze poziva zasebnu metodu koja zapravo rjesava
Poissonovu jednadzbu. Njen je naziv calculateOneElementNewPressure (), a

pseudokod se moze prikazati na sljedeci nacin:

calculateOneElementNewPressure (i, 7Jj)
vrijednosti karakteristi¢nih susjednih veli¢ina postavi
prema stvarnom susjedstvu

za svaki susjedni element koji Jje prepreka prilagodi
karakteristi¢ne susjedne velicline

izracdunaj nove korekcije prema diskretnom izrazu Poissonove
jednadzZzbe

kraj metode
Karakteristi¢ne susjedne veliine se oznacavaju jednako kao kod rjeSavanja momentne
jednadzbe, s tim da ovdje postoje dvije dodatne varijable za tlak: westPressure i

southPressure. Kod koji ra¢una samu korekciju je

pCorrection([i, J] = (eastPressure + westPressure) * deltaT /
(deltaX * deltaX) + (northPressure + southPressure) * deltaT /
(deltaY * deltaY) - (eastXVel - westXVel) / deltaX - (northYvVel

- southYVel) / deltaY¥;
pCorrection([i, Jj] /= 2 * deltaT * (deltaX * deltaX + deltaYy ~*
deltaY) / (deltaX * deltaX * deltaY * deltay);

Jednadzba je podijeljena na dva dijela zbog bolje preglednosti.

2.1.2.4 Ostale metode

U klasi Solver postoje joS neke dodatne pomocéne metode. Tako metoda
switchVelocities () prije ulaska u glavnu petlju algoritma SIMPLE zapisuje
tekuce vrijednosti brzina u polje starih brzina. Da bi se postupak ubrzao, umjesto
prepisivanja svih vrijednosti jednostavno se zamijene samo imena polja, tj. zamijene se
reference na ove objekte. Metoda applyPCorrection () vrsi jednostavno zbrajanje
tekucih vrijednosti tlaka i njihovih korekcija kako je predvideno u cetvrtom koraku
algoritma SIMPLE. Sli¢no, ali s brzinama, radi i applyVelocityCorrections ().

Takoder, postoje metode za postavljanje razlicitih veli¢ina na njihove pocetne vrijednosti.
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2.1.3 Zakljucak o Solver-u

Klasa Solver je u potpunosti zatvoreno programsko rjeSenje za simuliranje ponaSanja
fluida koristenjem algoritma SIMPLE. Sve potrebne veli¢ine su sadrzane u njoj i nijedan
dio koda ne ovisi o ikakvoj vanjskoj veli¢ini. Iz toga razloga moguce je u istom programu
instancirati viSe objekata klase Solver 1 vrsiti simulacije viSe sustava pri ¢emu svaki ima
¢itav skup potrebnih podataka i metoda. Takoder, klasa nije ograni¢ena na koriStenje u
ovom programu i moze se uz koriStenje drugacijega koda za vizualizaciju koristiti u bilo

kojem programu bez potreba za izmjenama.
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2.2 Klasa Visualizer

Podaci :
- polja - dodatne varijable
boje (colorMap) Z00m

slika
Solver solv
Graphics gr

Klasa Visualizer sadrzi metode potrebne za vizualizaciju rezultata dobivenih radom
objekta klase Solver. Zbog toga Sto koristi rezultate iz toga objekta ova klasa mu mora
imati pristup 1 u svom konstruktoru o€ekuje predavanje podatka tipa Solver. Drugi
argument koji se mora predati pri instanciranju objekta ovoga tipa je objekt unutar Form-

a na koji ¢e se rezultati iscrtavati. Konstruktor klase izgleda kako slijedi:

public Visualizer (System.Windows.Forms.PictureBox picBox, int
problemWidth, int problemHeight, Solver solv)
{
slika = new System.Drawing.Bitmap (picBox.Width, picBox.Height) ;
picBox.Image = slika;
gr = System.Drawing.Graphics.FromImage (slika) ;

this.solv = solv;
this.problemWidth = problemWidth;
this.problemHeight = problemHeight;

colorMap = new System.Drawing.Color[problemWidth, problemHeight];

if ((double)picBox.Width/problemWidth >
picBox.Height/problemHeight)
{
zoom = (double)picBox.Height / problemHeight;
offsetX = (int) ((picBox.Width - problemWidth * zoom) / 2);
offsetY = 0;
}

else
{
zoom = (double)picBox.Width / problemWidth;
offsetX = 0;
offsetY = (int) ((picBox.Height - problemHeight * zoom) / 2);

}

U slucaju ovoga programa iscrtavanje se vrsi na PictureBox, ali to ne mora biti slucaj.
Klasa sadrzi vlastitu referencu na objekt tipa Solver koja se izjednacava s dobivenom
referencom 1 na taj nacin ¢ini objekt solv iz pozivajuéeg programa dostupnim svim

metodama klase. Ovo je bitno jer taj objekt sadrzi sve rezultate simulacije koji se Zele
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prikazati. Varijabla gr predstavlja objekt koji omoguc¢ava rad s metodama zaduzenima za
grafiku. U ovom programu bitne su mogucénosti iscrtavanja punih pravokutnika i linija.
Boja tih grafickih elemenata zadaje se preko objekata tipa Pen i Brush, koji su zato

takoder dio ove klase.

Polje System.Drawing.Color[,] colorMap sadrzi elemente tipa Color, koji
definiraju RGB vrijednosti unutar polja veliine prostora simulacije, a Sto su neki od
podataka u objektu solv. Ovo se polje koristi u metodama za iscrtavanje tlaka i brzina,

Sto ¢e biti pojaSnjeno pri pregledu tih metoda.

Kako veli¢ina objekta na kojeg se iscrtava ne mora odgovarati veli¢ini simuliranoga
sustava (i obi¢no ne odgovara), varijabla zoom sadrzi odnos ove dvije veliine §to se
kasnije koristi kod iscrtavanja. Ako objekt na koji se iscrtava i simulirani sustav nisu u
jednakom formatu (tj. odnos stranica im nije jednak) iscrtavanje ¢e se vrsiti tako da se
iscrtavanje prilagodi duzoj stranici sustava, Sto znaci da ¢e dio prostora za iscrtavanje
ostati neiskoriSten. Alternativa je 'rastezanje' slike, $to je manje prihvatljivo. Varijable
offsetX1offsetY sluze za pozicioniranje iscrtanog dijela slike na sredinu bez obzira

u kojem su odnosu stranice podrucja iscrtavanja i podruc¢ja simulacije.

2.2.1 Metode vizualizacije

Klasa Visualizer podrzava Cetiri razli¢ita naina iscrtavanja rezultata. To su prikaz polja
tlaka, prikaz polja brzina, prikaz vektora brzina i na kraju strujnica fluida. Svaki od cetiri
nacina je ostvaren u jednoj od cetiri javne metode. Da bi Zeljena veli¢ina bila iscrtana, u
glavnom se programu nakon instanciranja objekata klasa Solver i Visualizer 1 nakon
pozivanja metoda objekta tipa Solver da bi se dobili neki rezultati, treba odrediti jedna od

metoda za iscrtavanje iz ove klase.

2.2.1.1 Iscrtavanje tlaka

Prva u nizu metoda koje omogucuju vizualizaciju rezultata simulacije fluida je

drawPressure (). Njen je pseudokod:

drawPressure ()
izradunaj srednju vrijednost tlaka

za svaki element mreze
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izracunaj intenzitet tlaka u odnosu na srednju
vrijednost skaliran na 0-255
postavi odgovarajué¢i element colorMap-a na izradunati
intenzitet
iscrtaj colorMap
kraj metode
Srednja vrijednost tlaka se racuna da bi se dobila procjena raspona vrijednosti tlaka na
cijeloj mrezi. Naime, ako su sve vrijednosti jako male, dobivena slika ¢e biti pretamna.
Ako su vrijednosti visoke, slika ¢e biti presvijetla. Jednostavno trazenje maksimuma i
minimuma tlaka takoder nije dovoljno. U tom slucaju se moZe dogoditi da prakticki svi
1znosi na mreZi, osim na par elemenata, budu jako niski. To se moze dogoditi pri toku oko
ostre prepreke. Tad bi dobivena slika bila previse kontrastna. Vecina promjena bi bila
izgubljena u crnilu, dok bi samo nekoliko elemenata bilo osvijetljeno. Sli¢no bi se
dogodilo da je situacija obratna i da su iznosi tlaka vrlo visoki u vecini elemenata, a

relativno niski u njih par. Tada bi vecina detalja bila izgubljena u presvijetlim nijansama.

Zbog takvih problema najjednostavniji pristup je koristiti srednju vrijednost. Neke ¢e
visoke vrijednosti postati previsoke 1 dosti¢i maksimum osvijetljenosti gdje nema razlika
u nijansama, dok ¢e ekstremi na suprotnoj strani biti jako tamni, medutim najveca

diferencijacija boja ¢e biti upravo na onoj razini na kojoj se nalazi veéina elemenata.

IzraCunatim intenzitetima se puni polje colorMap, koje se na kraju iscrtava pozivom

posebne metode.

2.2.1.2 Iscrtavanje brzina

Metoda drawVelocities () radi dosta slicno prethodnoj metodi. No, posto brzina
ima dvije komponente, u x i u y smjeru, ova metoda omogucava i izbor prikaza jedne od
njih. Argumenti su dvije logicke vrijednosti od kojih se jedna odnosi na brzinu u x
smjeru, a druga na brzinu u y smjeru. Ako je argument logic¢ka jedinica, odgovarajuca
brzina ¢e se iscrtavati, a ako je logicka nula, ne¢e. Oba argumenta mogu biti true, Sto

znaci da Ce se iscrtavati obje komponente.

Pseudokod ove metode je gotovo identican prethodnome:

drawVelocities (bool, bool)
ako treba iscrtavati brzinu u X smjeru

izradunaj srednju brzinu u X smjeru
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ako treba iscrtavati brzinu u Yy smjeru
izrac¢unaj srednju brzinu u Y smjeru
izradunaj ukupnu srednju brzinu
za svaki element mreze
ako treba iscrtavati brzinu u X smjeru
izracunaj intenzitet brzine u X smjeru skaliran
na 0-255
postavi odgovarajuci element colorMap-a na
izracdunati intenzitet
inace
postavi odgovarajué¢i element colorMap-a na nulu
ako treba iscrtavati brzinu u Yy smjeru
izrac¢unaj intenzitet brzine u Yy smjeru skaliran
na 0-255
postavi odgovarajuci element colorMap-a na
izracunati intenzitet
inace
postavi odgovarajuéi element colorMap-a na nulu
iscrtaj colorMap

kraj metode

Racunanje srednjih vrijednosti brzina u odredenim smjerovima identicno je racunanju
srednjih vrijednosti tlaka. Ukupna srednja vrijednost se dobije kao aritmeticka sredina

srednjih vrijednosti u x 1 y smjeru.

2.2.1.3 Iscrtavanje iz mape boja

Na kraju obje prethodne metode se poziva metoda drawFromColorMap () koja

iscrtava podatke sadrzane u colorMap-u. Kod ove metode je jednostavan:

public void drawFromColorMap ()
for (int i = 0; i < problemWidth; i++)
{
for (int j = 0; j < problemHeight; Jj++)
{
b.Color = colorMapli, jl:
gr.FillRectangle (b, (float) (offsetX + i * zoom),
(float) (offsetY + j * zoom), (float) (zoom),
(float) (zoom)) ;
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Dakle za svaki se element mreze jednostavno iscrtava pravokutnik boje pohranjene u
colorMap-u. Mjesto iscrtavanja je odredeno indeksom elementa s obzirom da mjesto u
memoriji raCunala odgovara mjestu u simuliranom sustavu. To¢ne koordinate se dobijaju
mnozenjem indeksa iznosom zoom, ¢ije je znacenje ve¢ objasnjeno. Istom varijablom
odredena je 1 veli¢ina pravokutnika, odnosno kvadrata. Toc¢nije veliCina odgovara
umnosku dimenzija jednog elementa mreze i vrijednosti zoom, ali kako su dimenzije
mreze jedini¢ne, mjere su kao u gornjem kodu. Cijelo je podruc¢je dodatno pomaknuto za
iznose of fsetX i offsetY ux iy smjerovima da bi se iscrtavanje vrsilo centrirano u

danome prostoru.

2.2.1.4 Iscrtavanje vektora brzina

Dosadasnje metode su direktno iscrtavale vrijednosti temeljnih veli¢ina tlaka i brzine.
Takav prikaz nije uvijek dovoljno informativan, koristan i, u krajnjoj liniji, zanimljiv.
lako je gledajuéi raznobojne brzine moguée zamisliti kako se fluid giba, prirodniji je
prikaz smjera vektora brzine jer se na taj naCin neposredno moze vidjeti smjer gibanja

fluida. Sljedece dvije metode pokuSavaju upravo to.

Prva od njih je drawStreamlines (). Ova metoda iscrtava vektore brzina u
¢vorovima mreze. Krajnja slika u ovome slucaju ¢e dakle biti niz linija usmjerenih u
ovisnosti o vektoru brzine. Duljina ¢e ovisiti o normi vektora. Linije su pozicionirane u
centrima elemenata mreZze, tj. polovista linija su to¢no na koordinatama ¢vorova. Kod ove

metode:

public void drawStreamlines ()
{
double zoomDivider = 20;
double meanVelocity = (getMeanVelValue (0) +
getMeanVelValue (1)) / 2;
clearPicBox (System.Drawing.Color.Black) ;
for (int i = 0; i < problemWidth; i++)
{
for (int j = 0; j < problemHeight; J++)
{
p-Color = System.Drawing.Color.Red;

gr.DrawLine (p, (float) (offsetX + i * zoom - 0.5 *
solv.vel[i, j, 0] / meanVelocity *
zoom/zoomDivider), (float) (offsetY + j * zoom - 0.5
* solv.velli, Jj, 1] / meanVelocity *
zoom/zoomDivider), (float) (offsetX + 1 * zoom),
(float) (offsetY + 7 * zoom));

p.Color = System.Drawing.Color.White;
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gr.DrawlLine (p, (float) (offsetX + i * zoom),
(float) (offsetY + j * zoom), (float) (offsetX + 1 *
zoom + 0.5 * solv.vell[i, J, 0] / meanVelocity *
zoom/zoomDivider), (float) (offsetY + j * zoom + 0.5
* solv.velli, j, 1] / meanVelocity *
zoom/zoomDivider)) ;
}
}

obstacleVisualization();

}

Dodatna varijabla zoomDivider je dodana da bi se omogucilo lakSe skaliranje duljine
linijja. Naime, razlike ekstremnih vrijednosti brzina su tolike da u nekim slucajevima
duljine linija na elementima s maksimalnim iznosima brzina prelaze nekoliko elemenata
ili ¢ak cijeli prostor simulacije dok na elementima s minimalnim iznosima brzina ne
prelaze Sirinu jednoga piksela 1 nisu vidljive. Ovisno o tome koje se podruc¢je promatra,
skaliranje postaje nuzno. Jedna od ideja koje bi se mogle primijeniti na ovaj problem je
nelinearna ovisnost duljine linija 1 iznosa brzina. Logaritamska ljestvica bi, na primjer,
vjerojatno dala bolje rezultate. Medutim, tada bi se posebna paznja trebala posvetiti

negativnim veli¢inama koje nisu prihvatljiva podlogaritamska vrijednost.

2.2.1.5 Iscrtavanje strujnica

Druga metoda koja iscrtava smjerove gibanja fluida trebala bi dati najbolje rezultate, ali
zato je racunalno najzahtjevnija i znatno usporava rad aplikacije. Problem s prethodnom
metodom je da iscrtava linije koje predstavljaju brzine u ¢vorovima mreze. Medutim, iako
diskretiziran, sustav se simulira da bi se dobile kontinuirane veli¢ine. Skokoviti prikaz
brzina, iako informativan, a ujedno racunalno nezahtjevan, nije vizualno najatraktivniji.
Ideja na kojoj pociva metoda drawStreams () je interpolacija. Stvara se novo polje
double[,] marker. Ovo polje sadrzi proizvoljan broj elemenata, Cestica, koje su
inicijalno postavljene jednoliko u sustavu. Svaka se Cestica zatim pomice u ovisnosti o
brzini na mjestu na kojem se nalazi. Ako se ne nalazi tocno na nekom od ¢vorova, §to je s
double preciznos¢u polozaja gotovo sigurno, brzinu je potrebno dobiti interpolacijom
Cetiri susjedna iznosa. Nakon pomaka u ovisnosti o tom interpoliranom iznosu na novom
¢e polozaju trebati ponovno racunati brzinu. Ovo se ponavlja za svaki pomak i za svaku
Cesticu uvedenu u sustav. Oc¢ito je da su ra¢unalni zahtjevi ogromni. Potrebe iscrtavanja u

praksi za red veli¢ine premasuju potrebe iteracijskog postupka algoritma SIMPLE.
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Kod metode drawStreams() je najkompliciraniji od dosad prikazanih u ovoj klasi. U

pseudokodu izgleda kako slijedi:

drawStreams ()

za onoliko cCestica koliko ih se trazi
postavi inicijalni polozZaj cCestice

za sve Cestice
izradunaj interpoliranu brzinu na poloZaju Cestice
ako Cestica nije iza3la iz podrucija simulacije

iscrtaj cesticu

pomakni ¢&esticu u ovisnosti o novoizracdunatoj brzini

kraj metode

S obzirom da se simulira fluid koji je zatvoren u simuliranom sustavu, naizgled je
provjeravanje izlaska Cestice iz podrucja simulacije nepotrebno. Naime, ako fluid ne
moze izaéi, a Cestice efektivno putuju noSene fluidom, to ne bi trebalo biti moguce.
Postoje ipak najmanje dva razloga zasto je takav dogadaj ipak mogué. Prvo, da bi se
ubrzalo iscrtavanje i1 naglasile strujnice Cestice se kre¢u brzinama koje su vece od brzine
fluida, ali linearno ovisne o njoj. Tako Cestica moze izaéi iz sustava tamo gdje bi fluid
naglo skrenuo. Drugo, ako se radi o sustavu kroz koji fluid protjece, dakle ima utok i
istok, tada 1 fluid napusta sustav, noseci Cestice sa sobom. Pitanje Sto uciniti s takvim
Cesticama se moZe obraditi na niz nacina. U ovoj se implementaciji jednostavno

zanemaruju.

Najzahtjevniji dio gornjeg pseudokoda je racunanje interpoliranih brzina. Zbog bolje

preglednosti ovaj je dio koda izdvojen u posebnu metodu. Njen kod je:

private void getMarkervel (doublel[,,] marker, int i, int 7j,
double[] wvel)
{

double[] A = new double[2];

double[] B = new double[2];

double al, a2, bl, b2;

int ix, 1iy;

ix = (int)marker[i, j, 0];

iy = (int)marker[i, j, 1];

al = marker([i, j, 0] - (int)marker[i, j, 0];
a2 = 1 - al;

bl = marker[i, j, 1] - (int)marker([i, j, 11;
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b2 =1 - bl;

try

{
A[Q0] = a2 * solv.vellix, iy, 0] + al * solv.vell[ix + 1, iy,
01;
A[l] = a2 * solv.vel[ix, iy, 1] + al * solv.vellix + 1, iy,
1];
B[0] = a2 * solv.vell[ix, iy + 1, 0] + al * solv.vell[ix + 1,
iy + 1, 01;
B[1l] = a2 * solv.vellix, iy + 1, 1] + al * solv.vellix + 1,
iy + 1, 11;

}

catch

{
vel[O0] 0;
vel[l] = 0;
return;

}

vel[0] = b2 * A[0] + bl * B[O];

vel[l] = b2 * A[1] + bl * B[1l];

}

Sam je kod jednostavan. Varijable al, a2, b1l i b2 sadrze udaljenosti od lijevih i desnih,
odnosno gornjih i donjih susjeda. Odnos udaljenosti govori koliki je utjecaj svakog od
¢vorova. Polja A 1 B su pomo¢na i sadrze medurezultate. Krajnji rezultat se dakle dobija u
dva stupnja, prvo interpoliranjem gornjeg i donjeg para susjeda po x osi, a zatim
interpoliranjem ta dva rezultata po y osi. lako jednostavan, postupak se izvrSava za svaki

pomak za svaku Cesticu, iz ¢ega proizlazi racunalna zahtjevnost.

2.2.2 Zaklju¢ak o Visualizer-u

Klasa Visualizer je pomoc¢ni dio programa. Sve bitno za simulaciju fluida je sadrzano u
klasi Solver. Medutim, rezultati ne znace puno ako stoje u memoriji racunala. Neki oblik
vizualizacije je u svakom slu€aju potreban. Algoritam SIMPLE kako je objasnjen
funkcionira jednako dobro za dvodimenzionalni i trodimenzionalni sustav. Metode klase
Solver se mogu vrlo lako promijeniti tako da rade s poljima bogatijima za jednu
dimenziju. Medutim, specifi¢ne potrebe vizualizacije strujanja trodimenzionalnih fluida
su razlog zaSto tako neSto nije napravljeno. Naime, vizualizacija dvodimenzionalnog
sustava je manje vise trivijalna, s obzirom da su svi elementi u svakom trenutku vidljivi.
U trodimenzionalnom slucaju elementi zaklanjaju jedan drugoga. Za prikaz takvoga
sustava potrebno je odabrati zanimljive elemente (npr. one koji imaju odredenu brzinu, ili

su dijelovi vrtloga 1 sli¢no), od njih stvoriti trodimenzionalni objekt, zatim tome objektu
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detektirati povrSinu i na kraju je iscrtati. To je proces bitno druk¢iji od

dvodimenzionalnoga.

U ovoj su klasi implementirane metode koje iscrtavaju odredene veliCine ili izvedenice
veli¢ina dobivenih primjenom metoda klase Solver. 1z toga razloga metode ove klase
imaju direktan pristup tim klju¢nim podacima. Moguénosti vizualizacije koje daju
poznate vrijednosti polja brzine i tlaka su mnogobrojne. Ova klasa podrzava samo neke
najocitije mogucnosti. Ideje koje se jo§ namecu su detekcija i1 specijalizirano iscrtavanje
laminarnog toka, prikaz iznosa vrtloZnosti 1 funkcije toka, gradijenta brzina i tlaka,

povezanosti polja brzina i tlaka i sli¢no.
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2.3 Korisnicko sucelje

Korisni¢ko sucelje se sastoji od dva osnovna dijela kako se vidi iz slike 10. Najveci dio

prozora aplikacije zauzima pictureBox koriSten za vizualizaciju rezultata rada Solver-a.

Drugi element sucelja nalazi se uz desni rub prozora i sadrZi elemente namijenjene

osnovnom upravljanju radom.

ﬂgnnimaciia fluida u okruZenju s preprekama
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Slika 10. Izgled glavnog prozora programa. Prozorom dominira podrudje iscrtavanja rezultata simulacije. S
desne strane su dostupne glavne kontrole programa, dok su dodatne dostupne putem glavnog izbornika. Na

dnu prozora se ispisuju poruke o stanju simulacije.

Klikom na tipku "Inic. mreze" pokrece se postupak inicijalizacije simulacijske mreze.

Korisniku se nudi mogué¢nost odredivanja Sirine i visine mreze. Ove ¢e mjere posluziti za

instanciranje novih objekata tipa Solver 1 Visualizer.

Koristenjem miSa moguce je iscrtavati prepreke na podruc¢ju simulacije pri ¢emu je zbog

olakSanog rada prisutan i prikaz mreze. Klikom na desnu tipku misa briSe se odredeni

element, tj. oznacCava se kao element ispunjen fluidom.
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Funkcija lijeve tipke miSa ovisi o izboru oznacenome pod "Odabir elementa". Moguce je
postavljanje prepreke, utoka fluida u sustav, istoka iz njega ili postavljanje klizec¢eg

(pomicnog) zida za rjeSavanje problema kao na slici.

Pod grupom opcija "Vizualizacija" nudi se odabir vrste prikaza, pri cemu se moze birati
izmedu prikaza tlaka, brzina, vektora brzina ili strujnica. Za prve dvije mogucnosti,
takoder je moguce odabrati da li ¢e se ujedno prikazivati i mreza ili ne. Pri iscrtavanju
vektora brzina 1 strujnica iscrtavanje mreze se ne nudi jer se radi o nacinima prikaza ¢iji

elementi prelaze granice elemenata mreze.

Pritiskom na tipku "Racunaj" pokrenuti ¢e se simulacija i dok traje, na donjem dijelu
prozora ispisivati ¢e se poruke o statusu programa. Kada zavrSi, poruka e glasiti
"Spreman". Ako je odabrano spremanje rezultata, ono ¢e se vrSiti automatski, a nakon
izvrSenog prorauna iscrtati ¢e se dobiveni rezultat na nacdin koji je odabran pod
"Vizualizacija".

S obzirom da vizualizacija ima relativno velike potrebe za racunalnim resursima, a
iscrtavanje strujnica i iznimno velike, moguce je odabrati odnos broja vremenskih koraka
simulacije 1 broja osvjeZavanja prikaza rezultata. Odabir broja deset bi, na primjer, znacio
da ¢e izmedu svaka dva osvjezavanja prikaza biti odradeno deset vremenskih koraka

simulacije.

Pohrana rezultata _ x|

— Dvirekkarij

IE:'&rezuItati_simuIau:iie Odaberi |
—Ime datoteke

IilTlEl_ + redni broj slike IiF'EI j

— &estalost zpremanja

Jedno spremanje na swvakih 10 - iteracia.

aK |

Slika 12. Izgled prozora za odabir postavki automatske pohrane
rezultata
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Dodatna tipka "Sacuvaj" nudi korisniku prozor u kojem moze odabrati mjesto na tvrdom
disku gdje ¢e biti sacuvane Cetiri slike odabranoga formata i pod odabranim imenom (a s
nastavcima "pressure", "velocities", "streamlines" 1 "streams") koje odgovaraju svim
Cetirima nacinima vizualizacije rezultata. Ukoliko je potrebno rezultate spremati u
svakom koraku (ili jednom u odredenom broju koraka), ovo se moze odrediti u glavnhom
izborniku na Postavke—Pohrana rezultata gdje je moguce odrediti put do datoteke, ime
(kojemu ¢e biti dodani redni brojevi koraka u kojima je vrSeno spremanje) te ucestalost
spremanja (broj koraka simulacije medu svaka dva spremanja. Izgled ovoga izbornika se

moze vidjeti na slici 12.

x

—Postavke simulacie —Postavke iterativhog poztupk.a

Wrernenski karak deltaT IDJJE':' 3:

Revnaldzoy braj

—Skaliranje promjena
b ak.zimalni broj iteracija 100

Idvjet konvergencije II],I:II:II]EH 3:

2

Fielakzacija brzina 0.80

Relakzacia tlaka 060

Lo |

Slika 13. Izgled prozora za odabir postavki simulacije

Dodatne postavke programa vezane za samu simulaciju se mogu prilagoditi u izborniku
"Postavke" pod opcijom "Osnovne postavke". Izgled ovoga prozora je prikazan na slici
13. Mogucée je promijeniti Reynoldsov broj, koeficijente skaliranja brzina 1 tlaka,
vremenski korak simulacije, maksimalni broj iteracija koje ¢e simulacija izvrSiti u

pokusaju da dode do konvergencije i na kraju, iznos samog uvjeta konvergencije.
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2.4 Zakljucak o implementaciji

Izbor C#-a za programski jezik se na kraju pokazao pozitivnim. Jednostavnost poznate
sintakse je najve¢a pomo¢, iako, kako je ve¢ reCeno, neka poboljSanja koja jezik donosi
zapravo oteZavaju rad s njim u posebnim situacijama. Za primjer, mozZe se spomenuti rad
s grafickim elementima. Podrzan je veliki broj grafickih elemenata, kao §to su razni
geometrijski likovi, linije, krivulje i slicno. Da bi se olak$ao problem prilagodavanja
veli¢ine u slucaju promjene prostora na kojem se odvija iscrtavanje, proces je u velikoj
mjeri automatiziran. Zato je ve¢ina koordinata dana u relativnim iznosima. Posljedica
ovakvog olakSavanja programiranja je da standardne biblioteke, apsurdno, ne podrzavaju
iscrtavanje jednog jedinog piksela. Najbolji prijedlog koji se moze pronaci na Internet-u
je stvaranje objekta tipa Bitmap dimenzija 1x1, koji ¢e se puniti potrebnom bojom 1
konstantno kopirati na potrebne koordinate u podrucju iscrtavanja. Usporavanje programa

u ovakvom nacinu rada moze se naslutiti.
Ipak, prednosti nadjacavaju mane.

Cilj je bio izraditi razumljiv, izrazito modularan program s maksimalno specijaliziranim
zadac¢ama svakoga dijela. U tome je izbor objektno orijentiranog jezika bio od velike
pomo¢i. Nadalje, po prirodi iterativnog postupka je bilo moguce podijeliti glavninu posla
na ¢vrsto uokvirene korake. Zbog toga je moguce pratiti rad algoritma iz koraka u korak 1

iz iteracije u iteraciju. U tom smislu, program je ostvario postavljeni cilj.
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2.5 Rezultati

U nastavku je prikazano nekoliko primjera koriStenja izradenoga programa. Za sve je

probleme prikazana vizualizacija tlaka, brzina te vektora brzina i strujnica.

Kod vizualizacije tlaka svjetlija nijansa plave boje znaci vece odstupanje od srednje
vrijednosti tlaka. Naime, tlakovi mogu biti 1 pozitivni i negativni, kako je veé
raspravljeno, ali su za momentnu i Poissonovu jednadzbu vazne razlike tlakova, a ne

njihove apsolutne brzine.

Vizualizacija polja brzina se vrs$i kroz prikaz intenziteta brzina u x i y smjeru.
Komponenta u x smjeru je prikazana crvenom, a u y smjeru zelenom bojom. Tamo gdje
su obje komponente prisutne u podjednakom iznosu boja prelazi u zutu. Svjetlija nijansa

znaci vecu brzinu.

Kod prikaza vektora brzina iscrtane linije pokazuju smjer kretanja fluida u tocki koja je

tocno na polovici linije, dok njena duljina ovisi o iznosu brzine.

Prikaz strujnica se dobija pustanjem imaginarnih Cestica niz tok fluida. Iako nesavrSene,

zbog mogucih losih interpolacija u blizini rubova i prepreka, daju gladu sliku od one koju
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2.5.1 Supljina s pomi¢nim zidom (eng. driven lid cavity)
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Ovo je jedan od tipi¢nih problema racunalne simulacije fluida. Gornja granica sustava se
jednoliko giba ulijevo, povlace¢i za sobom rubne slojeve fluida, koji dalje povlace
sljedece slojeve. U cijeloj Supljini nastaje kruzenje koje se na iscrtavanju strujnica

najbolje vidi. Centar rotacije se pomice u smjeru gibanja pomi¢noga zida.
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2.5.2 Tok izmedu dvije kugle

U ovom primjeru fluid ulazi u sustav s lijeve strane, a izlazi s desne. Prepreka je u obliku
dvije nasuprot postavljene polukugle. Na prikazu tlaka se vidi opadanje vrijednosti nakon
prolaska kroz tjesnac. Prikaz brzina pokazuje najvecu brzinu tocno izmedu kugli, kako je
1 oCekivano. Strujanje fluida izmedu dvije kugle stvara privla¢nu silu medu njima kao
posljedicu visoke brzine i zbog toga niskoga stati¢koga tlaka. Na prikazu strujnica se vidi

glatko prilagodavanje toka fluida preprekama.
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2.5.3 Primjer 3. — Tok kroz kompleksne prepreke

\'Ijjtffll-
ll’ff;‘fdlf
/’;/,rfru-.-

NN\NVY s g

)
o]
L
rd
L/
/

Ovaj primjer sluzi za prikaz rada algoritma u slucaju zahtjevnijih sustava. Utoci fluida su
na lijevoj gornjoj 1 lijevoj donjoj strani, oznaceni naranCastim granicama, a istok na
donjoj desnoj, oznacen ljubicastom bojom. Na prikazu strujnica treba obratiti paznju na
tri detalja. Prvo, gladak tok kroz kanal u gornjem dijelu slike gdje su razlike brzina kao
posljedica uskoga prostora toka velike. Drugo, tok oko okomite prepreke u donjem
lijevom dijelu sustava i na kraju, razdvajanje i ponovno spajanje toka ispred i1 iza

slobodne prepreke u donjem desnom dijelu sustava.
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2.5.4 Udubljena prepreka (frizbi)

Gornja slika prikazuje tok fluida oko stiliziranog frizbija. Primjer je zanimljiv utoliko §to
se jasno vidi razdvajanje toka fluida ispred 1 ponovno spajanje iza prepreke. Takoder, na
cijelom donjem dijelu sustava moze se pratiti reakcija strujnica na udubljeni dio prepreke.
Strujnice se medusobno udaljavaju, pokazujuéi sporiji tok i time veci staticki tlak. S
gornje strane strujnice su gusce, $to ukazuje na vecu brzinu 1 manji stati¢ki tlak. Ukupan

efekt je postojanje uzgonske sile na prepreku uzrokovane razlikom tlakova.
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Dodatak A:

Operator Vje standardni matematicki operator koji stoji kao kratica za
k (A.1)

Djelovanje operatora je dvojako s obzirom da sadrzi operatore deriviranja, ali je
prvenstveno vektor. Deriviranje, ako se vrsi, vrsi se tek posto su obavljene vektorske

operacije.

U ovisnosti na §to 1 kako djeluje, moguce su tri razliCite operacije. Sve tri proizlaze iz
vektorske naravi operatora. Djelovanje moze biti na skalar, na vektor skalarno ili na
vektor vektorski. U prvom slucaju, za neki skalar ¢ rezultat ¢e biti

_0P; 0P, 0P (A.2)

v
Tl T T x

U slucaju skalarnog umnoska s vektorom rezultat operacije ¢e u slucaju nekog vektora v
biti

é‘vx 5‘;)’ 5‘}2
= + +
& & &

<!

Ve (A3)

Na kraju, u sluc¢aju vektorskog umnoska s vektorom v rezultat operacije ¢e biti

& ). (& .
Vxyo| P Ml (e s [P O e gy
o X ox oy

Ovo posljednje se ne koristi u Navier Stokesovim jednadZbama, ali je ovdje dano zbog

potpunosti prikaza operatora. Takoder, tre¢i oblik ima smisla isklju¢ivo u
trodimenzionalnom sustavu zbog naravi vektorskog umnoska, dok prva dva vrijede za

bilo koji sustav.
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Dodatak B:

Izuzme 1i se iz klasi¢nog oblika Navier Stokesovih jednadzbi kako su ispisane u (1.1.1)

utjecaj vanjske sile, u ovom slucaju gravitacije, dobije se:

(uV)u——Vp+pV ii (B.1)

Ovaj zapis se moze pretvoriti u bezdimenzionalni oblik uzmu 1i se u obzir sljedece

supstitucije:
x'=x/L
y'=y/L
u'=u/U
p'=p/pU’
V'E?%JJ%ELV
t=t*U/L

gdje su x 1y koordinate dvodimenzionalnog koordinatnog sustava, u vektor brzine, p tlak
it vrijeme. L i U su karakteristicna duljina i brzina sustava. Ove dvije veli¢ine mogu biti
po volji odabrane konstante, ali je bitno da se u dva usporediva modela mjere na potpuno
jednak nacin 1 na jednakim mjestima (npr. ukupna duljina krila i brzina na samom kraju

krila). Uvrste li se ove veli¢ine u jednadzbu (B.1), dobija se:
g (U D

—(Uﬁ'-lV']U 11y pUpr L Lye (Ui") (B.2)
L pL p I
(Et )

Pretpostavljajuci konstantnu gustoéu i mnoZenjem ove jednadzbe s L/U” dobija se

I (v pa v (B.3)

5 p LU
Izraz uz posljednji element jednadZzbe je dobiven iz raznih konstanti, pa se jednostavnije
zapisuje kao bezdimenzionalni Reynoldsov broj. Ovaj broj pokazuje omjer inercijskog i

viskoznog djelovanja na fluid:

Re = {nercya _ pLU (B.4)
Viskoznost 1%
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Potrebno je napomenuti da se u literaturi pojavljuju i izrazi Reynoldsovog broja u kojima
se upotrebljava dinamicka viskoznost. Kako su kinematicka i dinamicka viskoznost
medusobno proporcionalne s koeficijentom proporcionalnosti jednakim gusto¢i fluida,
svejedno je koji ¢e se od dva oblika upotrebljavati. Gornji izraz je koriSten zbog direktne

povezanosti s jednadzbom (1.1.1).

Nakon uvrstavanja (B.4) u (B.3) i odbacivanja apostrofa zbog jednostavnijeg zapisa

dobija se bezdimenzionalni oblik Navier Stokesovih jednadZzbi:

Si . |
5:—( -V)u—Vp+R—eV2u (B.5)

Ovaj je oblik jednak jednadzbi (1.1.3).
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Dodatak C:

Ime SIMPLE algoritma zna¢i "djelomi¢no implicitna metoda za tlakom povezane
jednadzbe". S obzirom da algoritam naizmjence rjeSava momentnu i Poissonovu
jednadzbu, ti se utjecaji isprepli¢u i dovode do povecanja kompleksnosti algoritma. Da bi
se tocno izraCunala korekcija tlaka u bilo kojem elementu, potrebno je koristiti vrijednosti
korekcija na susjednim lokacijama. S obzirom da ovo vrijedi za svaki element, vidljivo je
da bi takav pristup rezultirao potrebom koriStenja svih korekcija tlaka na cijeloj mrezi za
proracun korekcija svakoga elementa. Ovakva metoda vodi prema direktnoj metodi

rjeSavanja sustava jednadzbi, §to se zbog veliCine sustava svakako zeli izbjeci.

Pokazuje se, medutim, da nacin rjeSavanja Poissonove jednadzbe ne utjee na konacno
rjeSenje, jer je cilj dobiti polje tlaka bez dodatnih potrebnih korekcija. Na taj nacin se
moze zakljuciti da korekcije tlaka susjednih elemenata nece utjecati na korekciju tekuceg
elementa jednostavno zato Sto ¢e u trenutku konvergencije rezultata sve korekcije biti
nula. 1z ovog razloga se sav utjecaj susjednih korekcija jednostavno izbacuje iz jednadzbi,
uzrokujuéi pogreske u prvim koracima. Takve pogreSke u iterativnim metodama ne samo

da nisu problem, nego su i o¢ekivane, dok god se na kraju ipak postize konvergencija.

Na ovaj se nacin algoritam pojednostavljuje 1 cijeli postupak rjeSavanja se skracuje, pa
tako 1 cijela simulacija ubrzava. U svemu tome zbog naravi Poissonove jednadzbe ne

dolazi do pogreSaka u krajnjem rezultatu, tj. iznosima brzina i tlaka.

Iako je metoda rjeSavanja Poissonove jednadzbe dakle nebitna dok se postize
konvergencija, o njenom pravilnom izboru ovisi brzina dolaska do konvergencije. Naime,
iz jednadzbe se moze izbaciti bilo koji utjecaj i jo§ uvijek ¢e vrijediti Cinjenica da
konacne korekcije ionako moraju biti nula i da zanemarivanje bilo kojeg izraza nece
utjecati na to¢nost rjeSenja. Medutim ovo vrijedi samo uz pretpostavku da se do rjeSenja

zapravo i dode.

Zbog zanemarivanja utjecaja susjednih elemenata na korekciju tlaka, metoda nosi naziv

"djelomi¢no implicitna".
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Zakljucak

U ovom su radu iznesene osnovne ideje modeliranja sustava, matematicka podloga
modela ponaSanja fluida 1 tehnike diskretizacije diferencijalnih jednadzbi. RijeSeni su
neki problemi koji su se pokazali kljuénima, a zatim je izloZen jedan od algoritama
rjeSavanja sustava diferencijalnih jednadzbi koje opisuju model toka nestlacivih fluida.
Na kraju je prikazana programska implementacija prikazanoga algoritma. Na taj nacin
zatvoren je Citav krug od osnovnih zamisli modeliranja 1 simuliranja i fundamentalnih

zakona fizike do ostvarenja gotovog proizvoda.

Podrugje simulacije fluida vrlo je Zivo podrucje na kojem radi veliki broj znanstvenika u

raznim granama znanosti. Ovaj rad je pokrio najosnovnije pojmove i probleme podrudja.

Logic¢an nastavak bi bio prosiriti problem na tri dimenzije i uvesti detekciju granica
fluida. Posebno zanimljivo podrucje predstavlja simulacija fluida drugom filozofijom,
koriste¢i Cesticni model. U ovom slu¢aju na jednostavan nacin se mogu dobiti efekti
viskoznosti, elasticnosti 1 plasti¢nosti, a rekonstrukcija povrSine je daleko jednostavniji

problem. Odredeni hibridni modeli su takoder mogu¢i.
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Sazetak:

Racunalna simulacija fluida je znanstveno podrucje koje se jako brzo razvija. Zbog
potreba simulacije raznovrsnih problema postoji veliki broj specijaliziranih algoritama za
specifiéne namjene. Za potrebe razumijevanja podrucja, medutim, potrebno je krenuti od
osnova. Upravo to je cilj ovoga rada. Izlozeni su osnovni principi modeliranja,
predstavljene prednosti 1 mane dva temeljna principa modeliranja fluida 1 izraden
matematicki model jednadzbi koje odreduju ponasanje fluida. Dan je pregled principa
diskretizacije diferencijalnih jednadzbi i posebno, formulacija Navier Stokesovih
jednadzbi u diskretnom obliku, prilagodenih primjeni na racunalu. Opisan je algoritam
SIMPLE kao jedan od osnovnih algoritama rjeSavanja ovih jednadzbi. Algoritam je

implementiran na racunalu i prikazani su rezultati rada programa.

Kljuéne rije¢i: racunalna simulacija fluida, Navier Stokesove jednadzbe, algoritam

SIMPLE

Abstract:

Computational fluid simulation is a fast growing area of scientific research. Simulating a
large number of different problems induces development of many specialized algorithms
for specific purposes. Understanding the area, however, means building from the ground.
This is the exact goal of this thesis. Basic principles of modeling where described,
strengths and weaknesses of two elemental approaches to fluid modeling where given and
mathematical model of governing equations was presented. Furthermore, basic principles
of derivation of discretized equations where shown and especially used to formulate
computer friendly form of Navier Stokes equations. SIMPLE algorithm, as one of basic

Navier Stokes solver algorithms, was presented and implemented in a computer program.

Keywords: computational fluid dynamics, simulation of fluids, Navier Stokes equations,

SIMPLE algorithm
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