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1. Uvod

Problem raspored̄ivanja jedan je od najčešćih problema kombinatorne optimizacije.

Kako živimo u svijetu koji je okružen vremenskim okvirima, svjesni smo kako je

efikasno raspored̄ivanje našega vremena važna komponenta o kojoj na veliko utječe

kvaliteta života kojeg ćemo voditi. Naravno, raspored̄ivanje ne moramo samo proma-

trati u okvirima vremena, organizacija prostora je takod̄er problem s kojim se svakod-

nevno susrećemo.

Kako je razvojem čovječanstva život čovjeka postao kompleksniji tako su i pro-

cesi raspored̄ivanja postali složeniji. Ovaj rad će se baviti jednim problemom ras-

pored̄ivanja koji je poznat kao problem usmjeravanja vozila. Glavno pitanje na koje

pokušavamo odgovoriti tražeći rješenje ovoga problema bit će kako uspješno raspored-

iti flotu vozila kojoj je zadaća obići odred̄en broj kupaca, a da pri tome nastojimo

optimizirati odred̄ene kriterije.

Ovaj rad će pobliže objasniti problem i ponuditi dvije metode koje će pokušati

odgovoriti na njegove izazove i ponuditi rješenje za efikasno usmjeravanje vozila.
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2. Problem usmjeravanja vozila

Problem usmjeravanja vozila (engl. Vehicle routing problem), to jest VRP je prob-

lem kombinatorne optimizacije kojim se pokušava optimizirati put flote vozila čija je

zadaća poslužiti odred̄en broj klijenata. Već iz ovako grube definicije problema jasna

je praktična korist koju bismo ostvarili pronalaskom optimalnog načina na koji bi prob-

lem bio rješiv te će u tome biti sadržana glavna motivacija rada.

Usmjeravanje vozila spada u kategoriju NP-teških problema, to jest problem je

težak barem koliko i najteži problem u kategoriji NP problema1. Zahvaljujući napretku

tehnologije i računarske znanosti danas je moguće doskočiti ovakvim izazovima.

Problem se prvi puta pojavljuje 1959. godine u studiji Georgea Dantziga i Johna

Ramsera gdje je bio primijenjen na problem dostave benzina. Kao dio ove studije

takod̄er je predložen i prvi algoritamski pristup rješavanja VRP-a.

Problem usmjeravanja vozila možemo proučavati kao poopćenu varijantu problema

trgovačkog putnika (engl. Travelling salesaman problem), to jest TSP, u kojoj na raspo-

laganju možemo imati više od jednog trgovačkog putnika. TSP je najčešće spominjan

problem kombinatorne optimizacije, a za cilj ima odrediti redoslijed obilaska lokacija

pri čemu nastoji minimizirati sve troškove pri čemu se nikada ne smije vratiti na već

posjećenu lokaciju. Cilj problema usmjeravanja vozila je isti, no ono za želju ima i

minimizaciju broja vozila potrebnih za posjet svih kupaca.

Gornja definicija VRP-a nameće jedno važno pitanje. Što znači minimizirati troškove

puta? Ovo pitanje je osnova na kojoj će se zasnovati različite varijante problema,

ovisno o tome koje komponente će utjecati na trošak puta vozila.

2.1. Formalna definicija problema

Kako bismo lakše pristupili rješavanju problema uvest ćemo formalne oznake koje će

detaljno opisivati problem.

1NP je klasa kompleksnosti u koju spadaju svi problemi koji su rješivi u neodred̄enom polinomijal-

nom vremenu.
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3. Algoritam ušteda

Clarke i Wright su 1964. godine predložili algoritam koji se nadogradio na Danzigovo i

Ramserovo algoritamsko rješenje VRP-a iz 1959. Ovaj algoritam pohlepne heuristike

je poznat kao Clarke i Wrightov algoritam ušteda (engl. Clarke and Wright savings

algorithm).

Algoritam je zasnovan na uštedama (engl. saving). Krenimo od pretpostavke da

svakoga klijenta v ∈ V � poslužuje samo jedno vozilo kojemu je početna i završna

točka depo D = v0. Ako funkcija l odred̄uje vrijednost izmed̄u dvije točke, tada će

ukupan put vozila iznositi

2
n

�

i=1

l(D, vi)

Ako ovaj scenarij izmijenimo tako da jedno vozilo posluži dva klijenta i i j, cijeli iznos

će se umanjiti za vrijednost

s(vi, vj) = 2l(D, vi) + 2l(D, vj)− (l(D, vi) + l(vi, vj) + l(D, vj))

= l(D, vi) + l(D, vj)− l(vi, vj)
(3.1)

Vrijednost s(vi, vj) se naziva ušteda kojom će rezultirati kombiniranje klijenata i i

j u istu rutu. Što je ušteda veća to će imati veći prioritet u ovome algoritmu. Algoritam

će pokušati grupirati što je više moguće veza izmed̄u kupaca za koje je izračunata

ušteda što veća, a da se pri tome ne narušava niti jedno ograničenje. Zbog toga što

algoritam prvo pokušava grupirati veće uštede spada u kategoriju pohlepnih heuristika.

Slika 3.1 prikazuje grupiranje više kupaca u jednu rutu čime bi algoritam rezultirao, na

predstavljenom problemu, ako je kapacitet vozila dovoljan za posluživanje dva klijenta.

Algoritam 1 detaljno opisuje sve korake algoritma.

1klijent je vanjski dio rute ako je direktno povezan s depoom
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4. Genetski algoritam

Genetski algoritam je jedan od najpoznatijih evolucijskih algoritama1. Genetski al-

goritam je metaheuristički2 algoritam koji je inspiriran procesom prirodne selekcije

bazirane na Darwinovoj teoriji evolucije3.

Algoritam u svojoj bazi se koristi evolucijskom strategijom (engl. Evolution strat-

egy) (algoritam 2). U prirodnoj selekciji jedinke koje imaju najbolje predispozicije

preživljavaju te imaju priliku za stvaranje potomaka koji će imati, u odred̄enoj mjeri,

njima specifične karakteristike. Ovaj proces sastoji se od dva dijela, selekcije i križanja.

Kako je već spomenuto, genetski algoritam će biti zasnovan na istome principu.

Genetski algoritam najčešće započinje stohastičkim stvaranjem početne populacije.

Populaciju čini skupina jedinki, a svaka jedinka predstavljena kromosomom. Nakon

inicijalizacije početne populacije potrebno je odrediti koliko je svaka jedinka zadovol-

javajuća, to jest koliko je blizu prihvatljivom rješenju problema. Tu vrijednost ćemo

definirati uz pomoć funkcije dobrote (engl. fitness function) koja će će prihvatljivost

pokušati preslikati u numeričku vrijednost. Potom, algoritam prelazi na strategiju se-

lekcije, pokušavajući tako odrediti koje jedinke će dobiti priliku za križanje što će u

konačnici rezultirati novom generacijom. Križanje je operator genetskog algoritma

koji će kombinacijom gena dvaju roditelja generirati potomka. Nove populacije osim

potomaka mogu sadržavati i najbolje jedinke koje su prenesene iz prošle populacije

zbog najboljih karakteristika, te ovo svojstvo nazivamo elitizmom. Ovakav postupak

se iterativno ponavlja za svaku sljedeću generaciju.

Problem na koji često nailazimo u genetskom algoritmu je da sve jedinke postanu

slične te više ne ostvarujemo napredak populacije evolucijom, a da pri tome rješenje

do kojega smo došli nije još nije blizu zadovoljavajućem. Ovaj problem rješavamo

tako da stvorimo dovoljno veliku populaciju, tako garantirajući raznolikost jedinki.

1evolucijski algoritmi - metaheuristički optimizacijski algoritmi inspirirani biološkom evolucijom.
2metaheuristika - metoda koja je generalno primjenjiva na širi skup problema.
3Prva moderna teorija evolucije koju je predložio Charles Robert Darwin u djelu On the Origin of

Species
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Uz dobar izbor veličine populacije, uvodimo i novi operator, mutaciju. Mutacija će

prema odred̄enom kriteriju unositi stohastičke izmijene gena svake jedinke. Kako je

mutacija poprilično destruktivan operator, vjerojatnost njezine pojave je najčešće jako

mala, izmed̄u 2% i 15%.

Algorithm 2 Evolucijska strategija

Ulaz: populacija=populacija, elite=broj elitistički odabranih jedinki

Izlaz: nova populacija

//odaberi roditelje

parents = select(population, (population.size− elite) ∗ 2)

//stvori potomke križanjem roditelja

offsprings = crossover(parents)

//stvori novu populaciju

newPopulation = newPopulation(offsprings)

//mutiraj pojedine gene odabranih jedinki

mutatePopulation(newPopulation)

//dodaj elitistički odabrane jedinke

newPopulation.append(elitisticSelect(population, elite))

return newPopulation

8



Algorithm 3 Genetski algoritam

Ulaz: max=broj evaluacija rješenja

size=veličina populacije

elite=broj elitistički odabranih jedinki

Izlaz: najbolja jedinka

population := createInitPopulation(size)

best := NULL

i := 0

while ture do

if i > 0 then

population = evolutionStrategy(population, elite)

end if

for individual ∈ population do

i := i+ 1

if i = max then

return best

else

individual.fitness = fitnessFunction(individual)

if individual = NULL ∨ individual.fitness < best.fitness then

best := individual

end if

end if

end for

end while

Nakon definiranja genetskog algoritma postavlja se pitanje kako ga upotrijebiti za

rješavanje VRP-a? Glavni cilj ostatka rada će biti odgovoriti na ovo pitanje.

4.1. Implementacija

4.1.1. Prikazi rješenja

Populacija genetskog algoritma se sastoji od odred̄enog broja jedinki, to jest kro-

mosoma. Kako je to uobičajeno, kromosom će predstavljati niz brojeva. U ovom

poglavlju bit će definirani načini na koje ćemo dekodirati kromosome tako da ih možemo

interpretirati kao moguće scenarije VRP-a, a tako i kao moguće rješenje.
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m0 će pripasti svi poslovi iz intervala [0, 0.33�, u ovome slučaju to su poslovi v1 (0.21),

v2 (0.13) i v4 (0.29), a raspored njihova izvršavanja će biti v2, v1 i v4.

4.1.2. Operatori

U ovoj sekciji će biti objašnjeni svi implementirani operatori genetskog algoritma. U

sklopu konkretne implementacije rada svi operatori su izvedeni kao strategije koje se

predaju genetskome algoritmu na daljnju uporabu u svrhu evolucije.

Selekcije

K-turnirska selekcija (engl. K-tournament selection) je selekcija koja nasumično,

prema uniformnoj raspodjeli, odabire k jedinki iz populacije te med̄u njima izabire onu

koja ima najbolju vrijednost funkcije dobrote.

Križanja

Operatori križanja (engl. crossover), pomoću kojih se dobivaju nove generacije genet-

skoga algoritma su se pokazali kao najvažnija komponenta evolucije. U ovome od-

lomku su objašnjena sva implementirana križanja, a za njihov opis će biti korištena

sljedeća notacija:

βf1 prvi roditelj s genima β
f1
1 , ..., βf1

n

βf2 drugi roditelj s genima β
f2
1 , ..., βf2

n

βs potomak βs
1, ..., β

s
n

Discrete Crossover je vrsta križanja koja βs
i izabire nasumično izmed̄u β

f1
i i βf2

i za

svaki i za koji vrijedi 1 ≤ i ≤ n.

Simple Arithmetic Crossover ovo križanje prvo izabire vrijednost k, zatim se prvih

k vrijednosti potomka prekopiraju od jednog nasumično odabranog roditelja po tom se

ostali geni računaju kao aritmetička sredina izmed̄u gena roditelja (formula 4.1).

Whole Arithmetic Crossover je vjerojatno najčešće korišteni operator, a potomak

se izračunava kao težinska suma dva roditelja s istim parametrom α.

βs = α · βf1 + (1− α) · βf2 (4.1)
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Local Crossover ovo križanje je slično Whole arithmetic crossoveru uz to da je novi

α izabran nasumično za svaki pojedini gen.

Flat Crossover je križanje gdje je potomak βs generiran tako da se vrijednosti gena

nasumično izabiru iz intervala
�

βf1 , βf2
�

.

SBX Crossover Simulirano binarno križanje (engl. Simulated Binary Crossover) je

križanje koje pokušava simulirati binarno križanje u jednoj točki. Dva potomka, βs1 i

βs2 , su generirana na sljedeći način

βs1,2 =
1

2

�

(1± Bk)β
f1 + (1∓ Bk)β

f2
�

gdje je Bk koeficijent ≥ 0, a dobiven je prema sljedećoj formuli za slučajno odabrani

parametar u iz intervala �0, 1�

B(u) =







(2 · u)
1

η+1 ako je u ≤ 1
2

( 1
2·(1−u)

)
1

η+1 ako je u > 1
2

U konkretnoj implementaciji potomak kojim će rezultirati križanje će biti izabran

nasumično βs1 ili βs2 .

BLX-alpha Crossover (engl. Blend alpha crossover) generira potomke tako da uz-

ima uzorak iz raspona [mini − I · a,maxi + I · a] za svaki gen i. Vrijednosti maxi i

mini odgovaraju i-tom roditeljskom genu veće, to jest manje vrijednosti, a I apsolut-

noj vrijednosti njihove razlike. Konačno, potomak se generira na sljedeći način

βs = (min− I · a) + α · |(max+ I · a)− (min− I · a)|

uz korisnički definiran parametar a, te vrijednost α slučajno izabranu iz intervala [0, 1]

za svaki pojedini gen.

Combined Crossover je križanje koje prima listu objekata koji predstavljaju konkretne

strategije križanja te pri svakom pozivu nasumično izabire jednu strategiju iz liste koja

će biti upotrijebljena.

Mutacije

U sklopu ovoga rada implementirane su tri različite mutacije koje mogu utjecati na

promjenu gena.
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1. Zamjena gena s drugim genom kromosoma koji se nasumično izabire prema

uniformnoj raspodjeli (SwapGenesMutation).

2. Promjena gena u nasumično odabranu vrijednost iz odred̄enog intervala (Ran-

domMutation).

3. Dodavanje nasumično odabrane vrijednosti iz intervala odabranom genu (Ad-

dRandomMutation).

4.1.3. Funkcija dobrote

Pri simuliranju svake strategije obilaska klijenata potrebno je odrediti kvalitetu rute,

to jest koliko je odred̄eni raspored vozila prihvatljiv. To ćemo učiniti jednostavnom

funkcijom koja će numerički odrediti ukupnu cijenu nekakvog rasporeda vozila. Takvu

funkciju nazivamo funkcija dobrote (engl. fitness function) (algoritam 4), a ona će

biti izračunata za svaku pojedinu rutu koju jedinka definira. Uvijek ćemo težiti opciji

za koju će suma vrijednosti funkcije imati manju vrijednost (kako je već definirano

algoritmom 3).

Algorithm 4 Funkcija dobrote

Ulaz: capacity=ukupan kapacitet, overcapacity=prekoračenje kapaciteta vozila,

distance=prijed̄ena udaljenost,

overtime=vrijeme provedeno čekajući, late= broj kašnjenja an destinaciju

Izlaz: vrijednost funkcije dobrote

fitness = distance+ 1000 · overcapacity

if timeWidow then

fitness = fitness+ overtime

if late > 0 then

fitness = fitness · late · numerOfV ehicles

end if

end if

return fitness

Kako je prikazano algoritmom 4, prekoračenje kapaciteta vozila ćemo skupo kažn-

javati množenjem s 1000 dok će najskuplja opcija biti kašnjenje na odredište, to jest

neuspješno posluživanje klijenta.
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Combination Crossover daju bolje rezultate u usporedbi s ostalim križanjima. Dis-

crete Crossover se izdvaja dajući znatno bolje rezultate nad svim ostalim križanjima.

Konačno, uz odabrani operator križanja završili smo s odabirom operatora genet-

skog algoritma. Tako da ćemo na ostalim testnim primjerima za različite instance

problema koristiti Descrete Crossover križanje i Random Mutation mutaciju uz vjero-

jatnost mutacije od 0.1%.
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4.3.3. Usporedba rezultata na različitim instancama problema

Nakon što smo definirali sve potrebne operatore i parametre genetskoga algoritma zan-

imat će nas kako će algoritam reagirati na ostale klase problema. Takod̄er, želimo

usporediti kodiranje slučajnim ključem i kodiranje pomičnim zarezom. Dijagrami na

slikama 4.7, 4.8 i 4.9, uspored̄uju rezultate dobivene genetskim algoritmom uz različite

prikaze te algoritmom ušteda za tri odabrane instance iz svake kategorije problema

(C_1_4_1, R_1_4_1 i RC_1_4_1).

Tablica 4.1 prikazuje sve rezultate koji su prikazani na dijagramima (slike 4.7, 4.8,

4.9). Uvidom u tablicu vidljivo je da genetski algoritam rezultira boljim rješenjima

u usporedbi sa Clark i Wrighteovom heuristikom, dok je prikaz rješenja kodiranih

slučajnim ključem bolji od prikaza kodiranih pomičnim zarezom.

Tablica 4.1: Rezultati različitih algoritama po instancama problema

algoritam vrijednost C R RC

RKE

minimum 4 329 882 4 792 491 4 493 631

prosjek 4 587 390 4 996 640 4 570 151

maksimum 4 967 740 5 306 096 4 819 033

FPE

minimum 7 072 007 7 081 652 6 364 000

prosjek 7 557 567 7 360 116 6 525 733

maksimum 7 875 331 7 764 609 6 761 640

C-W rezultat 21 652 588 20 895 398 17 678 605
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6. Zaključak

Ovaj rad se bavi opisom problema usmjeravanja vozila, isto kao i opisima dviju metoda

kojima se pokušava dobiti njegovo rješenje.

Prva opisana metoda je Clarkeov i Wrighteov algoritam ušteda koji uz pomoć

pohlepne heuristike pokušava ponuditi riješenje VRP-a.

Kao drugi pristup rješavanju problema je objašnjen genetski algoritam. Nakon

opisa načela i motivacije za uporabu genetskog algoritma detaljno su opisani svi op-

eratori koji su ostvareni u ovome radu. Rezultati dobiveni uporabom genetskog algo-

ritma su opisani, prikazani grafički te su stavljeni u odnos sa algoritmom ušteda. Kao

zaključak je izvedeno da genetski algoritam rezultira boljim rezultatima, te kako kodi-

ranje nasumičnim ključem bolje opisuje rješenje za razliku od kodiranja pomičnim

zarezom, a rezultati su najuspješniji za Descrete Crossover i RandomMutation opera-

tore.

Na kraju rada je prikazano ostvareno grafičko korisničko sučelje te su ukratko ob-

jašnjene njegove funkcionalnosti.
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Optimizacija problema usmjeravanja vozila

Sažetak

Ovaj rad se bavi problemom usmjeravanja vozila i njegovim varijantama. Opis

metoda i principa rješavanja problema usmjeravanja vozila. Heuristički algoritam

ušteda, genetski algoritam i genetski operatori su ostvareni, isto kao i dva prikaza

rješenja. Ocjena učinkovitosti ostvarenih metoda nad tri tipa instanci problema. Rezul-

tati su prikazani grafički te su analizirani i med̄usobno uspored̄eni.

Ključne riječi: problem usmjeravanja vozila, VRP, VRPTW, genetski algoritam, genet-

ski operatori, algoritam ušteda

Optimisation of the vehicle routing problem

Abstract

This paper deals with vehicle routing problem and its flavors. Detailed descrip-

tions of vehicle routing problem solving methods and principles were given. Heuristic

savings algorithm, genetic algorithm and genetic operators were implemented, as well

as two forms of results. Efficiency evaluation of selected methods and their perfor-

mance on three types of vehicle routing problem. Graphic representations of results

were created and results were analysed and mutually compared.

Keywords: vehicle routing problem, VRP, VRPTW, genetic algorithm, genetic opera-

tors, savings algorithm


