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1. Uvod

Simbolicka regresija je problem pronalaska algebarskog izraza koji Sto bolje 1 jed-
nostavnije opisuje nepoznatu funkciju. VaZnost simbolicke regresije je u mogucnosti
interpretiranja dobivenog rjeSenja. Tradicionalno se problem simbolicke regresije rje-
Sava genetskim programiranjem. Ovaj rad opisuje postupak genetskog programiranja,
koriStene strukture podataka i operacije.

Uz rad priloZena je implementacija genetskog programiranja pisana u program-
skom jeziku Python, te dobiveni rezultati i uspjeSnost koriStenja programa na odabra-

nim primjerima.



2. Genetsko programiranje

Genetsko programiranje je podvrsta genetskog algoritma. Izvodi se evolucija jedinki
kako bi se postigla Sto bolja dobrota, i to postupcima selekcije, kriZanja i mutacije.
Specificnost genetskog programiranja je to Sto su jedinke nad kojima algoritam radi
stabla. Stablima se mogu prikazivati programi za izvodenje, i kao i u naSem slucaju,

algebarske izraze Cije se vrijednosti izraCunavaju.

2.1. Generacijski genetski algoritam

Generacijski genetski algoritam traZi nova rjeSenja problemu kroz generacije. Jedna
generacija je populacija rjeSenja u kojoj se svaka jedinka vrednuje po dobroti rjese-
nja. Jedinke sljedece generacije stvaramo kriZanjem roditelja prethodne generacije.
Stvorene jedinke se mutiraju i postaju dio sljedece generacije. VeliCina populacije je
uvijek jednaka, a algoritam traje sve dok ne nademo nama prihvatljivo rjesenje ili do

odredenog isteka trajanja algoritma.

Algorithm 1 Generacijski genetski algoritam

Parametri: pop_size — veli¢ina populacije, num_gen — broj generacija
P <« inicijaliziramo pocetnu populaciju
for num_gen do
P’ + prazna pomoéna populacija
while P’ < P do
p1, P2 < biramo roditelje selekcijom iz P
d + stvaramo dijete krizanjem p; 1 po i mutiramo ga
P’ + dodajemo d u pomoénu populaciju
end while
P < P’ pomo¢na populacija postaje glavna

end for




2.1.1. Elitizam

Elitizam je strategija u genetskom algoritmu i genetskom programiranju koja jednu
ili viSe najboljih jedinki iz prethodne generacije nepromijenjene prenosi u sljedeéu
generaciju. Koristi se kako ne bi izgubili najbolje jedinke neke generacije te da najbolja

jedinka generacije ne bude loSija od najbolje jedinke neke prethodne generacije.

2.2. Stabla - jedinke genetskog programiranja

U genetskom programiranju jedinke su stabla. Prednost stabla je fleksibilnost koju
pruZaju. Stabla mogu imati razlic¢ite dubine, mogu se granati na proizvoljan broj grana
i lako se rekurzivno ra¢unaju. Cvorovi stabla koji se koriste ovise o problemu, stoga je
potrebno odabrati dobar skup ¢vorova stabla koji je dovoljan za rjeSenje problema.

Stabla mogu biti proizvoljne dubine, ali velika stabla je teSko interpretirati, a upravo
to nam treba u simbolickoj regresiji. Takoder, velika stabla zahtjevaju viSe vremena za
evaluiranje i viSe memorije za cuvanje. Potrebno je izabrati maksimalnu dubinu stabla
koja nece previse usporiti rad algoritma, ali ¢e biti dovoljna za rjeSavanje problema.
Zbog racunalne opreme na kojoj se izvodi genetsko programiranje, maksimalna du-
bina stabla u ovom radu e biti 7, osim za jedan test koji je izveden na maksimalnoj
dubini od 9.

2.2.1. Funkcijski skup

Funkcijski skup je skup ¢vorova koji ¢ine sve unutarnje ¢vorove stabla. U ovom radu
to su ¢vorovi koji ¢ine operacije 4+, —, *, /. Funkcijski skup se ovisno o problemu
mozZe prosiriti sa drugim ¢vorovima. Ako gledajuci podatke predvidamo kruzno giba-
nje, moZemo dodati funkcije sin i cos u funkcijski skup. Pokazano je da genetskim
programiranjem se mogu otkriti trigonometrijski identiteti kao [cos 2x= 1 — 2sin%z]
(Koza et al., 1992)

Kod izbora funkcijskog skupa treba imati na umu domenu pojedinih funkcija. Di-
jeljenje nulom je ilegalno i srusiti ¢e program pa se potrebno zastiti od takvih situ-
acija. Zasticeno dijeljenje (engl. protected divison) je operacija koja prvo provjerava
legalnost operacije. Ako je dijelitelj jednak nuli, operacija ¢e vratiti 1, nevezano o
vrijednosti dijeljenika.

Na izbor funkcijskog skupa utjecu i drugi hiperparametri algoritma. KoriStenje
eksponencijalne funkcije u stablima dubine 10 mogu dovesti do prelijeva pri racunanju

pa nisu koriSteni u ovom radu.



2.2.2. Terminalni skup

Terminalni skup ¢ine ¢vorovi koji su listove rjeSenja. U simbolickoj regresiji potrebne
su konstante, ¢vorovi koji vracaju fiksnu vrijednost pohranjenu u ¢vor, i varijable koje
mozemo isCitati iz podataka nad kojima radimo. U ovom radu to su ¢vorovi konstanti

1 ¢vorovi varijable oznaceni sa x;.

2.2.3. Izgradnja stabla

Kako bi smo mogli stvoriti pocetnu populaciju, potrebne su nam metode nasumicne
izgradnje stabla. Dvije Cesto koriStene metode za stvaranje stabla su Full 1 Grow.
Nasumicno izgradena stabala takoder moZemo koristiti kao roditelje u krizanju za unos

novog genetskog materijala u populaciju.

Full

Full metoda gradi stablo zadane dubine d nasumi¢no birajuci ¢vorove stabla iz skupa
funkcija za sve ¢vorove do d— 1 dubine. Zatim, lis¢e stabla se gradi nasumicno birajuci
¢vorove iz skupa terminala. Sva stabla gradena full metodom su potpuna i sama full
metoda nam ne daju raznolikost u obliku stabla. Zbog toga se koristi zajedno sa Grow

metodom.

Grow

Grow metoda gradi stablo maksimalne dubine d birajuci ¢vorove stabla iz skupa funk-
cijaiiz skupa terminala. Ako se stablo izgradi do dubine d — 1, tada se biraju ¢vorovi
samo iz skupa terminala. Ovisno o funkcijskom i terminalnom skupu, nesrazmjer nji-
hovih veli¢ina moZe narusSiti raznolikost oblika kakvu smo htjeli dobiti. U takvim slu-
¢ajevima moZemo promijeniti vjerojatnosti odabira pojedinih ¢vorova kako bi stvorili

poZeljnija stabla.

2.3. Inicijalizacija populacije

Pri zapocCinjanju genetskog programiranja potrebno je poceti od neke populacije. Je-
dinke u pocetnoj populaciji se naj¢eSe generiraju nasumicno. Za generiranje stabla
koriStene su metode grow i full.

Ramped half-and-half je metoda opisana u (Koza et al., 1992) koja koristi grow i

full metode kako bi se inicijalizirala populacija stabla raznolikih dubina 1 oblika.



Algorithm 2 Ramped half-and-half

Ulaz: I - skup funkcija, 7" — skup terminala, d — maksimalna dubina, n — broj stabla

po dubini
Izlaz: P — populacija
P <+ stvaramo praznu populaciju
14— 2
while : <= d do
for n/2 do
P <+ Grow(:)
P <+ Full(7)
end for
141+ 1

end while

Iako je stvaranje nasumicne pocetne populacije standard, moguce je u pocetnu po-
pulaciju ubaciti umjetno stvorena stabla. Svrha toga je iskoriStavanje ve¢ poznatog
znanja ili ubrzavanje pronalaska rjeSenja, i kao takvo se koristilo u igranju igara (Ferrer
1 Martin, 1995), financijskom modeliranju (Chen 1 Yeh, 1997) 1 kopresiji slika (Nordin
1 Banzhaf, 1996).



3. Krizanje

Krizanjem (engl. crossover) stvaramo nove programe od dvaju roditeljskih programa.
U kontekstu simbolic¢ke regresije, stvaramo novo stablo kombiniraju¢i ¢vorove rodi-
teljskih stabla.

Svrha kriZzanja u genetskom programiranju je pretraZivanje prostora rjeSenja u bli-
70j okolici programa roditelja.

Standardan operator kriZanja u genetskom programiranju stabla jest zamjena pod-
stabla dvaju roditelja. Nasumic¢no se odabere podstablo prvog i drugog roditelja, i
na mjesto podstabla prvog roditelja se umetne odabrano podstablo drugog roditelja,
1 obrnuto, na mjesto podstabla drugog roditelja se umetne odabrano podstablo prvog
roditelja. Time dobivamo dva nova stabla.

Razli¢ite veli¢ine izabranih podstabla dvaju roditelja mogu dovesti do poveéanja
veli¢ine i napuhivanje stabla.

Operator krizanja koji to izbjegava radi standardno krizanje, ali ako dobiveni po-
tomak ima vecu od najveée dozvoljene dubine, operator vraca jednog nasumicno oda-
branog roditelja (Koza et al., 1992).

U genetskom programiranju Cesto se za krizanje osigurava da su ¢vorovi kriZanja u
90% slucajeva unutarnji ¢vorovi, a 10% listovi. Time se osigurava da dobivena stabla
ne budu presli¢na roditeljima.

U ovom radu vjerojatnost odabira ¢vora je proporcionalna g %maes—4

gdje je = broj
izmedu [1, 2], a d odgovara dubini ¢vora. Za vecinu problema u ovom radu vrijednost =
je postavljena na 2. U potpunom binarnom stablu takav odabir ¢vorova je ekvivalentan
nasumic¢nom odabiru dubine ¢vora, te onda nasumi¢nim odabiru ¢vora te dubine. Time
osiguravamo da listovi nisu precesto birani, ali i da unutarnji ¢vorovi blizu korijena
budu ¢esce birani naspram unutarnjih ¢vorova koji se nalaze tik do listova.

Kod problema gdje koristimo unarne sin i cos ¢vorove, vrijednost x je postavljena
na 1.75 kako bi kompenzirali za manjak ¢vorova koji takva stabla imaju na veéim
dubinama.

Nakon §to je odabran ¢vor prvog roditelja, biramo ¢vor drugog roditelja iz skupa



¢vorova Cije umetanje ne bi povecalo dubinu stabla vecu od dopustene. Vjerojatnost

odabira pojedinog ¢vora iz skupa se odreduje na isti nacin kao i kod prvog roditelja.

o e of e

Slika 3.1: Prvi roditelj

Slika 3.1 prikazuje stablo prvog roditelja dubine 3 i zelenom je oznacen ¢vor dubine

1 koji je odabran za krizanje.

AN <

-0.6 X 0.5 +

/\

Slika 3.2: Drugi roditelj

Slika 3.2 prikazuje stablo drugog roditelja. Uz maksimalnu dubinu stabla 3, crveno
su oznaceni ¢vorovi koji su ilegalni za umetanje u prvog roditelja, a Zuto su oznaceni
¢vorovi koji mogu biti odabrani za kriZanje.

Postoje i drugi operatori krizanja koji sprjecavaju napuhivanje kao size fair krizanje
(Langdon, 2000).



4. Selekcija

Pri stvaranju potomaka za sljedecu generaciju, potrebno je odabrati roditelje koje cemo
kriZati. Operator selekcije odreduje kako cemo izabrati roditelje iz populacije trenutne
generacije, i kroz njega Zelimo usmyjeriti pretragu prema okolicama rjeSenja koja su se
pokazala dobrima.

Time je ocito da ¢e se operator selekcija temeljiti na dobrotama rjeSenja u popu-
laciji. Pri selekciji temeljnoj na vrijednosti dobrote, moZemo naici na problem skale.
Ako su pojedine

Odaberemo li prekriti¢an operator, populacija ée prebrzo konvergirati prema naj-
boljem rjeSenju u populaciji i izgubiti varijancu stabala. To povecava vjerojatnost da
¢e na$ genetski algoritam zapeti u lokalnom optimumu jer e se veliki postotak pre-
trage temeljiti na tom rjeSenju. To nije veliki problem u genetskom programiranju jer
krizanjem dvaju istih stabla ne¢emo dobiti isto stablo kao $to se dobiva ista jedinka
u genetskom algoritmu nad bitovima ili neuronskim mreZama. Medutim, time i dalje

suzavamo prostor pretrage i takvo ponasanje treba uzeti u obzir.

4.1. Vrste selekcija

4.1.1. Proporcionalne selekcije

Proporcionalna selekcija (engl. Roulette-wheel selection) je operator selekcije kojemu
je vjerojatnost da odabere jedinku proporcionalna dobroti te jedinke. Vjerojatnost oda-

bira se moZe opisati formulom:

it
Pt

Za minimizacijske probleme potrebno je koristiti funkciju koja ¢e enkapsulirati

funkciju dobrote kako proporcionalna seleckija ne bi postigla suprotno od Zeljene

svrhe. Jedna od takvih funkcija je oduzimanje dobrote od maksimalne dobrote.



g(&?) = fitma:p - flt(l’)

Za to je potrebno znati maksimalnu vrijednost dobrote $to nije uvijek lako, pa se
moze koristiti najbolja dobrota u trenutnoj populaciji.

Pokazano je da proporcionalna selekcija daje veliku varijancu u broju djece nastale
na temelju odredene jedinke (Engelbrecht, 2007). Povremeno se dogada da najbolja
jedinka u generaciji uopée ne sudjeluje u kriZanju i time gubimo najbolje rjeSenje.
Takav problem se moZe izbjeci koriStenjem elitizma, a predloZeni su i druge selekcij-
ske metode koje nemaju takvu manu kao turnirska selekcija i stohasti¢ka univerzalna
selekcija (Grefenstette, 2013).

Relativne razlike u dobroti jedinka mogu uzrokovati velike ili gotovo nikakve raz-
like u vjerojatnosti selekcije, ovisno o skali na kojoj se dobrote nalaze. Promotrimo
razdiobu vjerojatnosti odabira nad skupom jedinki s dobrotama 1, 2 i 3 i razdiobu vje-
rojatnosti odabira nad skupom jedinki s dobrotama 101, 102 i 103. U prvom skupu
vjerojatnost odabira najbolje jedinke je 50%. U drugom skupu vjerojatnost odabira
najbolje jedinke je 33.6%. Taj nedostatak proporcionalne selekcije naziva se proble-

mom skale.

4.1.2. Turnirska selekcija

Turnirska selekcija je ona u kojoj se nasumi¢no odabere n jedinki iz populacije, te
se nakon toga bira najbolja jedinka unutar tog turnira na temelju dobrote. Mijenjanje
parametra n je lako i omogucuje nam da biramo koliko snaZan selekcijski pritisak
vr§imo. Za velike vrijednost n selekcijski pritisak je snazan i kroz generacije naSe
najbolje rjeSenje ¢e brzo konvergirati. Ako izaberemo mali n, pritisak se smanjuje
1 umanjujemo vjerojatnost da algoritam konvergira u lokalni optimum. U praksi se

koriste turnirske selekcije manjih veli¢ina, primjerice 2 ili 3 (Cupié, 2016).



Algorithm 3 Turnirska selekcija

Ulaz: P — populacija, n — veli¢ina turnira
Izlaz: T" — izabrano stablo
P’ — stvaramo praznu pomoénu populaciju
for n do

P’ + nasumi¢no odabrano stablo iz P
end for
sortiramo P’ po dobroti

vracamo najbolje stablo 1" iz P’

Za dobivanje dvaju roditelja potrebnih da se izvede operacija kriZanja, selekcijski
postupak se izvodi dva puta, svaki put za jednog roditelja. Takva selekcija je koriStena

u implementaciji GP-a u ovom radu.

4.1.3. Selekcije po rangu

Za razliku od selekcija na temelju vrijednosti dobrote, mogu se koristiti 1 selekcije koje
se temelje na rangu jedinki unutar populacije, sortirane po dobroti. Time izbjegavamo
problem skale kakvu ima proporcionalna selekcija.

Vjerojatnost odabira jedinki mozemo sami definirati, pa mozemo napraviti selek-

ciju linearnim rangiranjem, selekciju eksponencijalnim rangiranjem ili neku drugu.

4.1.4. Ostale selekcije

Postoje i razne druge selekcije koje nece biti opisane u ovom radu, kao Boltzmannova

selekcija i (A, p) -selekcija.
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5. Mutacija

Svrha operatora mutacije je da unese novi genetski materijal u populaciju. Mutacija
omogucava da sva moguca rjeSenja ostanu u prostoru pretrazivanja. KoriStenje samo
selekcije i krizanja moZe dovesti do gubitka genetskog materijala, ¢ime potencijalno
gubimo dobra rjeSenja.

Mutacija se odvija pri stvaranju novih stabla za sljedecu generaciju, odmah nakon
kriZzanja. Svaki ¢vor nastalog stabla ima vjerojatnost p da bude mutiran.

S obzirom da je cilj krizanja usmjeravanje pretrage u obecavaju¢em smjeru, vjero-
jatnost p ne smije biti prevelika kako ne bismo izgubili svojstva radi kojih smo krizali

dva roditelja. U ovom radu koriStene vjerojatnosti mutacije su 0.0510.1.

5.1. Vrste mutacija

5.1.1. Izmjena funkcijskog ¢vora

Algorithm 4 Izmjena funkcijskog ¢vora

Ulaz: F' — skup funkcija, 1" — stablo koje mutiramo, p — vjerojatnost mutacije
for ¢vor x in T" do
if random() < p then
2 < nasumicno odabran ¢vor i1z F'
end if

end for

5.1.2. Krizanje stabla s nasumi¢no generiranim stablom

Generiramo novo stablo koristeéi full ili grow metodu. Izvodimo kriZanje izabranog
stabla s generiranim stablom. Ovakva mutacija je viSe destruktivna jer radimo vecu

promjenu nad originalnim stablom nego drugi operatori mutiranja. Destruktivne muta-

11



cije su korisne za iskakanje iz lokalnog optimuma i unoSenje novog genetskog materi-
jala u populaciju. Nije preporuceno koristiti samo ovakvu mutaciju jer velike promjene

mogu oteZati ili ¢ak onemoguciti finu pretragu za pronalazak optimuma.

5.1.3. Mijenjanje poretka djece u funkcijskom ¢voru

U odabranom unutarnjem ¢voru zamijenimo mjesta lijevog i desnog dijeteta. Ovakva

mutacija ne donosi veliku promjenu u populaciju, stoga sama po sebi nije dovoljna.

5.1.4. Izmjena terminalnog ¢vora

Stvaramo novi terminalni ¢vor biraju¢i nasumicno iz skupa terminalnih ¢vorova. Ume-

¢emo novi terminalni ¢vor na mjesto starog.

5.1.5. Gaussovsko mutiranje terminalnog ¢vora

Odabere se list koji ima neku konstantu vrijednost. Generira se nasumicno odabrana
vrijednost in N'(0, 02). Dobivena vrijednost se pribroji konstanti koju list sadrZi. Sred-
nja vrijednost je stavljena na 0 kako bismo mogli dobiti i pozitivne i negativne pro-
mjene. Normalna distribucija je pogodna za pronalazak pojedinih konstanti u izrazu i

kao takva se Cesto koristi.

5.1.6. Orezivanje stabla

Odabire se unutarnji ¢vor u stablu i zamijeni se nasumic¢no odabranim terminalnim
¢vorom. Sluzi za smanjenje veliine stabla 1 pogodna je za stabla koja ima prazne
grane.

Prazne grane su one koje ne mijenjaju vrijednost stabla kada bi se izbacile, na
primjer podstablo Ciji je korijen mnoZenje, a jedno od djeteta je list koji predstavlja

konstantu 0.

5.2. Odabir mutacija

Moguce je kombinirati razli¢ite mutacije u genetskom programiranju. Svaki operator
mutacija ima svoju svrhu i svakom operatoru moZemo dati svoju vjerojatnost izvode-
nja. Pri odabira mutacija koje se koriste treba uzeti u obzir i kakve operatore selekcije

1 kriZanja se koriste.

12



U ovom radu koristi se izmjena funkcijskog ¢vora i izmjena terminalnog ¢vora.
Mutacija se odvija nakon kriZanja i moze se dogoditi na svakom ¢voru stabla. Zbog
odabira selekcije 1 krizanja na stablima, populacija bi trebala saCuvati genetsku razno-
likost 1 nisu potrebne destruktivne mutacije kao krizanje stabla sa nasumicno generira-

nim stablom.

Dinamicko mijenjanje mutacija

Mutacija je instrument kojime osiguravamo genetsku raznolikost i proSirujemo pros-
tor pretraZivanja za rjeSenjem. Gubitkom genetske raznolikosti moZzemo zapeti u lo-
kalnom optimumu i stagnirati kroz puno generacija. Radi sprjecavanja takvih pojava
stvorene su strategije koje mijenjaju hiperparametre mutacija kada genetski algoritam
prestane napredovati ili kada je naruSena genetska raznolikost populacije. Primjeri
takvih promjena su povecanje standarne devijacije kod mutacija nad konstantama, po-
vecanje ucestalosti mutacije, i uklju¢ivanje destruktivnijih mutacija. Takve strategije

nisu koriStene u ovom radu.
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6. Rezultati

U ovom radu koristimo genetsko programiranje za pronalazak simboli¢kog izraza koji
najbolje opisuju dane podatke. Podatci nad kojima u¢imo su generirani jednoliko bira-
juci 1000 tocaka na intervalu domene funkcije. Podatci za testiranje rjeSenja su gene-
rirani na isti nacin. Radi testiranja uspjeSnosti programa, za svaku funkciju je program

izvrSen 30 puta.

6.1. Rezultati za funkciju 22* — 0.52% + 1

Funkcija s jednom varijablom x domene [—5, 5]. Kroz nekoliko pokretanja smo prila-
godili hiperparametre algoritma i sada prikazujemo dobivene rezultate algoritma kroz
300 generacija, veli¢ine populacije 100, vjerojatnosti mutacije 0.1. Maksimalna du-
bina stabla je 7, a poCetna populacija generirana je ramped half-and-half metodom
od dubine 2 do dubine 7. Procjenjujemo kvalitetu rjeSenja funkcijom kazne koja je
srednja kvadratna pogreSka (MSE) 1000 tocaka iz skupa za testiranje.

Od 30 pokretanja 3 puta je dobiveno egzaktno rjeSenje s MSE 0 koji se razlikuju
samo po velicini stabla, 17 rjeSenja imaju MSE ispod 1, 5 rjeSenja imaju MSE izmedu
1110, Ostalih 5 rjeSenja imaju MSE veci od 10, od kojih najveci ima MSE 10157. U
tablici 6.1 prikazujemo aritmeti¢ku sredinu MSE, standardnu devijaciju MSE, te min i

max za 20 najuspjeSnih rjesenja.

Tablica 6.1: Statistike MSE za funkciju 2z — 0.522 + 1

MSE o min max
0.21539 0.2957 O 0.96468

Interpretabilnost genetskog programiranja je vazna, stoga u tablici 6.2 prikazujemo
dobivene simbolicke izraze nakon sredivanja i veliCine stabla nekoliko najboljih rjese-

nja i medijan.
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Tablica 6.2: Dobiveni izrazi, njihove greske, i veliCine stabla

rang simbolicki izraz MSE veli¢ina
1 224 — 0.52% + 1 0 33
2 224 — 0.522 + 1 0 39
3 221 — 0.52% + 1 0 45
4 2z — 0.45472% + 1 0.009 33

15 2z — 0.52% + 0.17372x + 1 0.252 39

Sva 3 najbolja rjeSenja za 22* — 0.52% + 1 nisu koristili niti jedan list koji sadrzi
konstantu vrijednost. 2z je pronaden pomocu (x + x)/z, 0.5z na slian nacin, a 1 je

pronaden dijeljenjem varijable x samom sa sobom.

6.2. Rezultati za funkciju 22 + 1.42,29 — 0.729 + 2

Koristenjem dviju varijabli prostor pretrage se znatno povecava, pa je i teze dobiti us-
pjesno rjeSenje. U ovoj pretrazi x; i zo su domene [—5, 5], maksimalno trajanje je 200
generacija, veli¢ina populacije je 100, a vjerojatnost mutacije je 0.1. Maksimalna du-
bina stabla je 7, a poCetna populacija je inicijalizirana ramped half-and-half metodom.

Pojedina rjeSenja ponovno vrednujemo srednjim kvadratom pogreske. Od 30 po-
kretanja njih 8 ima MSE < 0.1, njih 13 ima 1 < MSE < 0.1, a preostalih 9 ima 1 < MSE
<6.

Tablica 6.3: Statistike MSE 8 najuspjesnijih rjesenja

W o min max
0.0540 0.0300 0.0204 0.0982

U tablici 6.4 prikazujemo 3 najbolja rjeSenja i medijan 30 pokretanja programa.

Tablica 6.4: Dobiveni izrazi, njihove greske i veli¢ine stabla

rang simbolicki izraz MSE  veli¢ina
1 2?2 + 1.38262179 — 0.707525 + 2.001 0.0204 43
2 0.3815x5 /1 + 0.31525x9 + 21 +2.001  0.0252 35
3 7?2 4+ 1.41612129 — 0.683425 + 1.873 0.0365 31
15 22+ 1.4543x 29 — 0.727125 + 2.102 0.2406 31
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6.3. Rezultati za funkciju 2,23 /23 + 1129 /23 + 7

Domena z; i x2 je i dalje [—5,5], a za x3 je [—1,1]. Izvodi se 300 generacija, vje-
rojatnost mutacije je 0.1, veli¢ina populacije je 100. Maksimalna duljina stabla je 6,
inicijalizacija poCetne populacije je ramped half-and-half metodom. Trajanje 30 izvo-
denja iznosi 1 sat 1 57 minuta.

17 od 30 rezultata ovog testa imaju MSE manji od 10~22, dok svih ostalih 13 ima
MSE veéi od 10%, a najveéi od njih ima MSE 13512813296. Tako velika razlika izmedu
tih rjeSenja je prenaucenost. Od tih 13 loSih rezultata, njih 6 ima MSE manji od 1 na
skupu za ulenje, a veéi od 1000 na skupu za testiranje. Stovise, prosje¢na razlika reda
veli¢ine funkcije kazne dobivena na skupu za ucenje i skupu za testiranje iznosi 3.6
na svih 30 rjeSenja. Sama prenaucenost se dogadala i na najboljim rjeSenjima, gdje
je simbolicki izraz isti, ali MSE se razlikuje i do 4 reda veliine. Takve razlike su
prikazane u tablici 6.5, na temelju koje se moZe usporediti dobivene MSE vrijednosti

za najbolje, Q1, Q2, Q3 i najlosije rjesenje.

Tablica 6.5: 5 rjeSenja za funkciju a:lx%/xg + x129/23 + 11

rang MSFE;.q MSEqin simbolic¢ki izraz veli¢ina
1 1.7%107%" 3.8%107% 1173/ 23 + 1170 /23 + T4 19
8 1.5%107% 6.8%1072 Tox3 /T3 + 1110 /T3 + T4 19
15 22%x107% 78%107% 11735/ 23 + 1170 /T3 + T4 15
22 943331 0.32 T3 /s + 2120 + 21 17
30 1.3x10° 1.9 2wy % (r129 + 21 + 1) + 21 27

Ovaj eksperiment je dobar pokazatelj korisnosti terminiranja pretrage ako je prona-
deno dovoljno dobro rjeSenje. Razlika reda velicine MSE postoji u 15 od 17 najboljih
rjeSenja, Sto znaci da je genetsko programiranje optimiziralo redoslijed operacija koje
Python treba napraviti kako bi imao $to manju floating-point gresku pri raCunanju na
skupu za ucenje.

Za sprjeCavanje prenaucenosti potrebno je koristiti viSe tocaka na skupu za ucenje

jer poveéanjem broja varijabli se povecava domena funkcije koju trazimo.
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6.4. Rezultati za funkciju 2927 + v 297374 + 2173/ 79 —
T1To + T3

Prosiren je broj koriStenih varijabli na 4. z; i 23 su i dalje domene [—5, 5], dok z3
je domene [-10, 10], a x4 domene [-1,1]. Broj generacija u jednom izvodenju je 300,
vjerojatnost mutacije 0.1, veli¢ina populacije 100, poCetna inicijalizirana ramped-half-
and-half metodom. Maksimalna dubina stabla je 7. Trajanje 30 izvodenja su 2 sata19
minuta.

Trazenje ove funkcije pokazuje granice izvodenja GP-a sa ovakvim hiperparame-
trima. Od 30 izvodenja samo 5 rjeSenja ima MSE manji od 2, ostala rjeSenja nisu

korisna.

Tablica 6.6: 5 najboljih rjeSenja za funkciju xgmi + z1wox3x4 + T1273/T2 — T1X2 + X3 S

maksimalnom dubinom stabla 7

rang simbolicki izraz MSE veli¢ina
1 Toly + T1ToT3Ty + T123/ Ty — T1To + T3 0.599 29
2 T1ToT3T4 + 123/ T2 — 122 + 3 — 0.0521 — 0.05  1.069 29
3 T1ToT3Ty4 + 123/ To — T1 T + T3 1.107 27
4 T1ToT3Ty + 123/ To — T1To + T3 1.157 23
5 T1ToT3T4 + 123/ To — T1 T + T3 1.267 25

Gledanjem dobivenih simboli¢kih izraza u Tablici 6.6 vidi se da je GP-u tesko
pronaci xgxi. Ostali dijelovi funkcije x1xox314, T123/ T2, 122, 3 jednostavniji su za
pronaci jer su medusobno sli¢niji. Kada GP pronade rjeSenje koje sadrzi x; * x3, onda
isto to podstablo moZe ponovno do¢i do njega kada se kriZza sa nekim stablom ciji je
on bio roditelj ili predak, pa od istog podstabla moZe sagraditi i x1x3/x2 1 1227374.

Izraz w923 dijeli xoxy sa izrazom 1797374, 1 taj dio moZe izgraditi, kao 3to je
izgraden u najboljem rjeSenju Tablice 6.6, ali skok do x23 je velik. Postepen prijelaz
(zox4) * x4 teSko da Ce prezivjeti jer daje losije rezultate od samog x2x4 zbog domene
x4. Na donjoj polovici [—1, 0], kvadriranje mijenja negativni predznak x, u pozitivni i
stvara greSku. Takoder, funkcija nigdje ne sadrZi % kako bi mogla odvojeno izgraditi
taj izraz i krizanjem ga cijelog dodati na *(z5x4).

Ovaj eksperiment je ponovljen ali sa pove¢anom maksimalnom dubinom stabla 9.
Populacija je inicijalizirana ramped-half-and-half metodom do dubine 9 i sa smanje-
nom veli¢inom populacije na 70. Dobiveni rezultati su sli¢ni prethodnom testu opi-

sanom u Tablici 6.6. Takoder je samo 5 rezultata sa MSE manjim od 2, a ostali su
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beskorisni.

Tablica 6.7: 5 najboljih rjeSenja za funkciju zox3 + z170w374 + T173/70 — 172 + T3 S

maksimalnom dubinom stabla 9

rang simbolicki izraz MSE veli¢ina
1 T1ToTy — T1Ty + T1ToT3T4 + 123/ T + —2122 + 23 0.982 31
2 T1ToT3Ty + 13/ Ty — T1To + T3 1.119 27
3 T1ToT3Ty + T1T3/ Ty — T T + T3 1.107 19
4 T1ToT3Ty + T1T3/ Ty — X1 T + T3 1.157 17
5 T1ToX3Ty + 103/ To — T1To + X3 1.267 33

Broj ¢vorova u najboljih stablima oba eksperimenta je podjednak, samo $to u dru-
gom eksperimentu 1. i 5. rjeSenje u tablici 6.7 imaju izduZeniji oblik naspram ostalih
stabla.

Veca dopustena dubina nije dovela do boljih rjeSenja, nego samo do vremenskog
troSka. I uz smanjenje velicine populacije za 30%, vrijeme izvodenja iznosi 2 sata i 27
minuta, Sto je povecanje od 15.7%.

Male velicine stabala prvog i drugog eksperimenta upucuje na to da koriStena im-
plementacija kriZanja i selekcije moZe uzrokovati smanjenje veliCina stabala u popula-

ciji.

6.5. Rezultati za funkciju z1/0.8 x sin(xs) + cos(x1/2) +

T1 * To

Ovaj eksperiment prikazuje rezultate GP-a u pronalasku funkcije koja sadrzi trigo-
nometrijske funkcije. Skup funkcijskih ¢vorova je proSiren sa sin 1 cos ¢vorovima.
Domena z; je [—5,5] a domena x5 je [0,27]. Izvodimo 300 generacija, populacija
sadrzi 100 jedinki, maksimalna dubina stabla je 7. Vjerojatnost mutacije je 0.1.

Od 30 rjeSenja njih 16 ima MSE manji od 1. Tablica 6.8 prikazuje aritmeticku
sredinu MSE, standardnu devijaciju MSE, medijan MSE, te MSE najboljeg i najloSijeg
rjeSenja.

Najlosiji rezultat je velika strSeca vrijednost te medijan bolje opisuje centralnu ten-
denciju dobivenih rjeSenja.

Tablica 6.9 prikazuje 5 najboljih dobivenih rjeSenja, njihove greske 1 veliCine sta-
bala
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Tablica 6.8: Statistike MSE za funkciju x1/0.8 * sin(x2) + cos(x1/2) + x1 * z2

MSE o medijan  min max
6.196 20.78 0.5854 0.0086 114.248

Tablica 6.9: 5 najboljih rjeSenja za funkciju x1 /0.8 * sin(z2) + cos(x1/2) + x1 * z2

rang MSE  veli¢ina
1 0.0086 20

2 0.063 22
3 0.195 21
4 0.224 22
5 0.236 20

Sama to¢nost dobivenih rjeSenja je dobra, ali interpretabilnost varira od rjeSenja
do rjeSenja. Najbolje rjeSenje se lako interpretira i ima formulu 1.294x;sin(xy) +
c05(0.492997x1) + x1x2. Simbolicki izraz drugog rjesenja je 1.403x;sin(sin(xs)) +
1T + cos(xy * sin(cos(cos(xy)))) + 0.166221. Takav izraz se teSko interpretira i
unato¢ maloj greski koju stvara, takvo rjeSenje nam nije toliko korisno.

Da bi se poboljSala korisnost dobivenih rjeSenja, bilo bi potrebno uvesti mehanizam

pojednostavljanja stabala u genetskom programiranju koje prelazi opseg ovog rada.
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7. Zakljucak

Genetsko programiranje je Cesto koriSten algoritam za problem simboliCke regresije.
Ovaj rad objaSnjava nacin rada genetskog programiranja. Takoder, opisuju se ope-
ratori selekcije, krizanja i mutacije, te opisuju se Cesto koriStene implementacije tih
operatora.

Genetsko programiranje u ovom radu implementirano je u programskom jeziku
Python. Prikazani su i analizirani rezultati programa pri traZzenju 5 razlicitih funkcija.
Prikazani su problemi na kojima GP radi dobro i daje kvalitetna rjesenja i sa kakvim

problemima GP ima poteskoca te zasto te poteSkocCe oteZavaju rad GP-a.
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Primjena genetickog programiranja za simbolicku regresiju
Sazetak
Ovaj rad opisuje problem simbolicke regresije. Objasnjava genetsko programi-

ranje i opisuje njegove operatore. SadrZi implementaciju genetskog programiranja u

programskom jeziku Python te rezultate pri koriStenju njega na sintetskim podatcima.

Kljucne rijeci: genetsko programiranje, genetski algoritam, simbolic¢ka regresija.

Application of genetic programming for symbolic regression

Abstract

This thesis describes the problem of symbolic regression. It contains a description
of genetic programming and it’s main operations. Contains an implementation in the

programming language Python and it’s results on synthetic data.

Keywords: genetic programming, genetic algorithm, symbolic regression



