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Uvod

1. Uvod

Ovaj seminar iz MrezZa raCunala bavi se teorijom grafova. Teorija grafova jedna je od
grana matematike koja nalazi veliku primjenu na podru¢ju mreza raCunala, primjerice na
podruc¢jima algoritmama usmjeravenja, trazenja puteva kroz mrezu te opisivanju topologije
mreze. Seminar je zami$ljen kao uvod u teoriju grafova kako bi se lakSe savladalo gradivo iz
predmeta Mreze racunala vezano uz teoriju grafova. U narednim poglavljima bit ¢e objaSnjeni
osnovni pojmovi i definicije vezane uz teoriju grafova, najvazniji algoritmi koji se javljaju u
primjeni, a isti ¢e biti i detaljno objasnjeni na primjerima. Kako bi ovaj seminar posluzio za
savladavanje tog vaznog podrucja, nakon svakog poglavlja dani su i zadaci za vjezbu kako bi
se provjerilo gradivo izneSeno u istom poglavlju.
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Osnovni pojmovi u teoriji grafova

2. Osnovni pojmovi u teoriji grafova

Graf je matematicki objekt ¢iju ¢emo definiciju navesti malo kasnije u ovom poglavlju, a
za sada dali bismo nekoliko primjera grafova kako bi se s istima lakSe upoznali.

A B :
E D
D
a) b) ©)

Slika 1. Primjeri grafova

Kako je sa slike 1 vidljivo graf se sastoji od vrhova (na slici 1 oznaceni tockama A, B, C itd.)
i bridova koji te vrhove povezuju. Grafovi su nam posebno zanimljivi budu¢i da njima
mozemo modelirati sloZene probleme veoma jednostavno, npr. predstavljanje prometnica u
jednoj drzavi, predstavljanje elektricnih mreza te mreza racunala i sl.

Formalna definicija grafa je:

Definicija: Jednostavan graf G sastoji se od nepraznog konacnog skupa skupa V(G) cije
elemente zovemo vrhovi i konacnog skupa E(G) razlicitih parova elemenata V(G) koje
zovemo bridovi.

Uobicajeno je u definicijama i teoremima u teoriji grafova vrhove oznacavati malim
slovima u i v, a bridove malim slovim e i f. Pri tome e={u,v} oznacava brid koji spaja vrhove
uiv, ato mozemo krade zapisati kao e=uv. Cesto se bridu u grafu pridruZuje jo§ jedan broj
koji predstavlja njegovu tezinu, a taj se dodatni podatak najceSce koristi pri modeliranju
problema grafom. U naSim razmatranjima promatrat ¢emo samo jedan graf odjednom pa
nema potrebe posebno naglasavati u oznaci kojem grafu pojednini skup vrhova ili bridova
pripada, zato ¢emo graf oznacavati oznakom G(V,E). Radi jednostavnosti za oznaku vrhova
na primjerima koristimo velika slova A,B,C itd. Skupovi V i E za primjer sa slike 1.a su:

V={A,B,C.D.E)
E={AB,AD,AE.BC,BD,BE,CD,DE}

Kako bi se bolje razumjeli algoritmi koje ¢emo u narednim poglavljima prikazivati
potrebno je definirati jo§ nekoliko pojmova vezanih uz grafove, a to su prvenstveno
susjednost vrhova, susjednost bridova, put u grafu i povezanost grafa.

Definicija: Za vrhove u i v kazemo da su susjedni ako postoji brid e=uv u tom grafu koji
ih spaja. Za bridove e i f kazemo da su susjedni ako postoji vrh u u tom grafu koji je njima
zajednicki.

Na primjeru sa slike 1.a mozemo uociti da su vrhovi A i B susjedni, isto tako B i C su
susjedni itd. Susjedni bridovi na tom istom grafu su npr. AB i1 AE jer im je vrh A zajednicki.

Definicija: Put u grafu G je konacan slijed bridova viv,,vyvs, ...,V v, u kojem su svaka
dva brida susjedna i svi su vrhovi razliciti, osim eventualno pocetni i krajnji. Put mozemo
oznacavati i kao vy — vy — vy — ... > v,
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Osnovni pojmovi u teoriji grafova

Definicija: Za graf G kazemo da je povezan onda i samo onda ako postoji put izmedu
svaka dva vrha.

Put u primjeru sa slike l.ajenpr.r A >B —->C —>D — E
Svi su grafovi na slici 1 povezani jer postoji put od svakog vrha do svih ostalih vrhova u
tim grafovima. Primjer nepovezanog grafa dan je na slici 2.

A B A G
I7 . : DH/.\.l
D
E ./. E F
b)

a)

Slika 2. Primjeri nepovezanih grafova

Kao §to je sa slike 2.a vidljivo ne postoji nikakav slijed bridova koji bi ¢inio put od vrha
D do vrha A.

Najjednostavniji nacin prikazivanj grafa je tablicom incidencije. To je tablica u kojoj
redovi i stupci predstavljaju vrhove grafa, a polje u tablici na krizanju retka i i stupca j
predstavlja tezinu brida koji spaja vrhove i i j. Tezinu brida najc¢es¢e koristimo kao mjeru
udaljenosti dva vrha. Za vrhove koji nisu spojeni bridom podrazumjeva se udaljenost oo, ali se
taj zapis u tablici incidencije ostavlja praznim.

Budu¢i da na niti jednom grafu do sada nismo oznacili udaljenosti izmedu vrhova na slici
3 dan je graf sa slike 1.a na kojemu smo te udaljenosti oznacili kako bismo prikazali kako za
taj isti graf izgleda tablica incidencije.

A B

Slika 3. Primjer grafa s tezinama pridjeljenim bridovima

Za graf sa slike 3 pripadna tablica incidencije glasi:

A|B|C|D]|E
A|O0]| 2 3|1
B|2|0|4)|2]2
C 4 10| 2
D{3|2]2|0]|3
E|1]2 310

Vazno je uociti da je tablica incidencije za ovakvu vrstu grafa simetri¢na s obzirmo na
glavnu dijagonalu. Treba primjetiti da se na glavnoj dijagonali pojavljuju samo nule, a to
znaci da u ovakvom prikazu uzimamo da nam je udaljenost vrha od samog sebe jedanka nuli,
Sto ne mora biti u svakom modelu kojeg grafom opisujemo.
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Osnovni pojmovi u teoriji grafova

2.1 Primjeri

P2.1: Za graf G zadan slikom napisati skupove Vi E.

Rjesenje:
V={A,B,C,D.E,F}
E={AB,BE,BF,CD,CE,CF,DF}

P2.2: Za graf iz prethodnog primjera napisati tablicu incidencije, pri tome uzeti da su tezine
bridova jedanke 1.

Rjesenje:

A|B|C|DJ|E]|F
A0 1
B | 1 0 1 1
C 0|1 1 1
D 1 0 1
E 1 1 0
F 1 111 0

P2.3: Za graf zadan slikom napisati tablicu incidencije.
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Osnovni pojmovi u teoriji grafova

Rjesenje:
A|B|C|D|E|F|G|H
Al O 2
B 0 112
C 0 4
D| 2|1 0|7 |3 |1
E 214|710 6
F 3 0
G 1 0|5
H 6 5|0
2.2 Zadaci
72.1: Za graf zadan slikom napisati skupove Vi E.
F A
E B
D c

72.2: Za graf zadan slikom napisati tablicu incidencije.

Teorija grafova



Razapinjajuca stabla

3. Razapinjajuca stabla

Kako bi razumjeli $to je razapinjajuce stablo posluzimo se primjerom sa slike 1.a. Graf na
toj slici posjeduje cilkuse, tj. puteve u grafu koji zapo€inju i zavrSavaju istim vrhom. Ukoliko
bismo uklonili dovoljan broj bridova iz grafa dobili bismo graf koji nema ciklusa te takav graf
zovemo stablo. Primjer stabla mozemo vidjeti na slici 1.c. Stablo koje dobivamo uklanjanjem
odredenog broja bridova iz grafa, a da pritim dobiveni graf ostane povezan, zovemo
razapinjajuce stablo.

>
oe]

m

D

Slika 4. Minimalno razapinjajuce stablo

Opcenito konstruiranje razapinjajuceg stabla jednostavan je postupak, ali u primjeni je
pozeljno da takvo razapinjajue stablo ima i neka dodatna svojstva, kao Sto je
minimalna/maksimalna suma tezina bridova. Graf na slici 4. predstavlja minimalno
razapinjajuce stablo dobiveno iz grafa na slici 3. Za dobivanje takvih razapinjajucih stabla
postoje dva poznata algoritma koja ¢e biti opisana u nastavku.

3.1 Primov algoritam

Dobivanje razapinjajuceg stabla iz zadanog grafa Primovim algoritmom moZemo
prikazati sljede¢im pseudokodom:

Stablo = O

Izaberi proizvoljni vrh iz V(Graf) 1 stavi ga u V(Stablo).

Dok je Broj Vrhova(Stablo) < Broj Vrhova(Graf) ponavljaj
Izaberi vrh koji nije u V(Stablo) a susjedan je nekom vrhu iz
V(Stablo) 1 pri tome je teZina brida koja ih spaja minimalna.
Stavi taj vrh zajedno s njemu pripadajué¢im bridom u Stablo

Ovim algoritmom pokuSavamo iz zadanog grafa, Graf, izgraditi razapinjajuce stablo,
stablo. U pocetku je stablo prazno te ga pocinjemo graditi dodavanjem proizvoljnog vrha
iz skupa vrhova pocetnog grafa. Postupak nastavljamo dodavanjem brida u stablo koji ima
svojstvo da povezuje jedan vrh koji se ve¢ nalazi u stablo i jedan koji se se u njemu ne
nalazi, pazeéi pri tome da je tezZina tog brida minimalna

Na kraju algoritma graf stablo nam predstavlja trazeno minimalno razapinjajuce stablo.
Prikazimo sad izvodenje Primovog algoritma na grafu sa slike 3 u svim koracima algoritma.
Bridovi pocetnog grafa bit ¢e oznaCeni crtkanom linijom, a oni dodani u razapinjajuce stablo
bit ¢e oznaceni punim linijom, pri tome ¢emo bridove koje u danom koraku promatramo
oznaciti tockastom linijjom. Izvodenje algoritma zapocet ¢emo od vrha A.
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Razapinjajuca stabla
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Slika 5. Prikaz izvodenja Primovog algoritma

Kako bismo lakSe proveli taj algoritam koristimo se tablicnim zapisom. PrikaZimo taj
postupak na istom primjeru. Za graf prvo treba napisati tablicu incidencije te u njoj u prvom
stupcu tablice zaokruzimo oznaku vrha kojim zapocinjemo i prekrizimo sve brojeve u stupcu
pridjeljenim tom vrhu, kao Sto je prikazano u tablici incidencije pod a). Tada zapisSemo prvi
korak algoritma u tablicu za traZenje razapinjajuceg stabla, kao Sto je prikazano u tablicnom
zapisu pod b). U prvom stupcu zapiSemo ime vrha koji se nalazi u razapinjajuem stablu, u
drugom stupcu zapiSemo ime vrha koji nije u razapinjaju¢em stablu, a susjedan je vrhu iz
prvog stupca. Treci stupac sadrzi tezinu brida koji ta dva vrha spaja. Kako bi se ustedjelo u
pisanju za svaki vrh iz razapinjajueg stabla u tablicu zapiSemo samo najblize susjedne
vrhove koji nisu u razapinjajuem stablu, to lako vidimo pogledamo li u redak tablice
incidencije pridruzenom tom vrhu. Ukoliko postoji visSe vrhova s tim svojstvom upiSemo ih
sve. Nakon $to smo popisali sve vrhove izaberemo vrh koji nije u stablu i ¢iji je pripadni brid
najmanje tezine te ga dodamo u stablo. Ime tog vrha zapiSemo u Cetvrti stupac tablice, a u peti
stupac zapiSemo duzinu pripadnog brida te u Sesti ime pripadnog brida. Nakon §to smo to
ucinili prekrizimo sve brojeve u stupcu tablice incidencije koji pripada tom vrhu kako ih vise
nebismo koristili u racunu i zaokruzimo ime brida u njemu pripadnom retku matrice
incidencije, kao §to je prikazano u tablici incidencije pod c). U sljede¢im tablicama dani su
svi koraci Primovog algoritma za prethodni primjer.

Teorija grafova 7



Razapinjajuca stabla

Tabli¢ni zapis Primovog algoritma

a) AlB|c|D|E b) [T JAJTEJI1JE]1]AE]
Ale |2 3 |1
B2 |04 |2]2
[ 4 10 |2
D3 |22 0|3
E[4 |2 310

9) AlB|c|D|E d) I [ATEJIJE]1]AE
Als |2 3 |1 2/A|B|2|B|2|AB
B2 |0 [4 ]2 |2 E|B|2
[ 4 10 |2
D[3 |2 2|03
® |+ |2 3 e

e) AlB |c|D|E f) I[AJE[1]JE]1]AE
@gg 3 |1 2|l]A|B|2|B|2]|AB
©lafo 42 [a 35\551}23
[ 4]0 |2 =515
D[3]|2]2]0 3 5 TD 3
CIERE 3 |e

g) A|lB|C|D]|E h) 1JATEJ1JET]1]AE
IERE 3[4 2/A|B|2]|B|2]AB
Bl2]ea]2]2 E|/B |2
c 21012 333;1)2131)
D|(3|2[2]06]3 = TD 13
CIERE 3|86 41BlClalcCc|z2]|DC

D|/C |2

Kao S$to je iz tablica vidljivo, dodali smo jo§ jedan stupac na pocetku tablice kako bi se
vidjelo koji dio tablice pripada kojem koraku algoritma.

U prvom koraku, na slici 5.b, promatramo bridove AB, AD 1 AE. U tablicnom zapisu
zapisujemo samo najkraci brid koji povezuje vrh A s nekim drugim vrhom, tj. brid AE i to je
prikazano u tablicnom zapisu pod b). Brid AE najkraci je od svih bridova zapisanih u tablicu
te ga zato dodajemo u razapinjajuce stablo. U tablici incidencije zaokruzimo oznaku vrha E te
prekrzimo sve brojeve u stupcu matrice incidencije pridruZene tom vrhu, kao §to je prikazano
u tablici incidencije ¢). U drugom koraku, na slici 5.c, promatramo bridove AB, AD, BE i DE.
U tablicnom zapisu medutim zapiSemo samo AB i BE budu¢i da su oni najkraci, te izaberemo
brid AB kao najkracdi, kao $to je prikazano u tablicnom zapisu pod d). U tablici incidencije
zaokruzimo oznaku vrha B te prekrzimo sve brojeve u stupcu matrice incidencije pridruzene
tom vrhu, kao §to je prikazano u tablici incidencije e). U tre¢em koraku promatramo bridove
AD, BD, BC i DE dok u tablicu zapisemo bridove AD, BD i ED. Vazno je uociti da se brid
BE viSe ne uzima u obzir jer bi njegovo dodavanje stvorilo ciklus. Najkraéi je brid BD i njega
dodajemo u razapinjajuce stablo, kao Sto je prikazano u tablicnom zapisu pod f). U tablici
incidencije zaokruzimo oznaku vrha D te prekrzimo sve brojeve u stupcu matrice incidencije
pridruzene tom vrhu, kao §to je prikazano u tablici incidencije g). U posljednjem koraku
biramo izmedu bridova BC i CD te izaberemo CD kao najkra¢i, kao §to je vidljivo iz
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Razapinjajuca stabla

tablicnog zapisa pod h). Bridove AD i ED ne promatramo jer bi njihovim dodavanjem
napravili ciklus.

3.2 Kruskalov algoritam

Dobivanje razapinjajuceg stabla iz zadanog grafa Kruskalovim algoritmom moZemo
prikazati sljede¢im pseudokodom:

Stablo = J

Bridove grafa poredaj u padajucé¢i niz.

Dok postoji brid ¢ije dodavanje u Stablo ne tvori ciklus ponavljaj
Uzmi najmanji brid koji ne tvori ciklus s bridovima iz Stabla i
dodaj ga u Stablo.

Kao kod Primovog algoritma zapocinjemo sa praznim razapinjaju¢im stablom, stablo, te
dodajemo bridove iz pocetnog grafa, Graf, u razapinjajuc¢e stablo. U svakom koraku
dodajemo po jedan brid u stablo i to tako da je duzina brida kojeg dodajemo najmanja i da
pritom dodani brid ne tvori ciklus s ostalim bridovima u stablo. Algoritam se zaustavlja kad
u Stablo ne mozemo dodati viSe brid koji ne bi tvorio ciklus. Na kraju algoritma stablo nam
predstavlja razapinjajuce stablo.

Prikazimo sad izvodenje Kruskalovog algoritma na prethodnom primjeru.

A B A B
2 @ oo *
A
@ ----Pos 4 y i SN
~ ,’\\ e 4 1 ~
\ ~ e ! S 3 . 1 ~.

11 3% . ! N AN | N
| N | . C 1 el 12 N
! N 12 ~ /A\\ 1 /.
. RS Y ) . .

! 2 .’ AN . - 2 . ~ ! .-
1 . ~ \ Pie 4 S \ P
h L N ! o L N _-
\ . ~ - . SO -
R oL . . -
“’ ®--------------- ‘

S —. ;
E 3 D E D

a) b)

Slika 7. Prikaz izvodenja Kruskalovog algoritma
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Razapinjajuca stabla

Za razliku od Primovog algoritma, razapinjajuce stablo nam ne mora biti povezano za
vrijeme izvodenja algoritma.

U prvom koraku prikazanom na slici 7.b u obzir dolazi samo brid AE budu¢i da je
njegova tezina najmanja. U drugom koraku, na slici 7.c, u obzir dolaze bridovi AB, BD, BE i
CD, pa ¢emo uzeti bilo koji od njih, recimo AB. U tre¢em koraku, na slici 7.d, preostaju nam
samo bridovi BD i CD te uzmemo brid BD. Vazno je uociti da brid BE ne mozemo staviti u
stablo jer bismo tako napravili ciklus. U Cetvrtom koraku, na slici 7.e, preostaje nam samo
brid CD te njegovim stavljanjem u stablo zavrSavamo gradnju istog.

Isti postupak moZemo provesti i bez crtanja grafa, jednostavnim poznavanjem samo
bridova grafa i njihovih tezina. Primjenimo sad taj postupak na istom zadatku. Prvo poredamo
sve bridove u uzlazni niz po njihovim teZinama:

AE-1, AB-2 ,BD-2, BE-2, CD-2, AD-3, DE-3, BC-4

Kako bismo vidjeli da li dodavanje nekog brida stablu ¢ini ciklus trebamo pamtiti samo
skupove vrhova koji nam predstavljaji stablo. U pocetku imamo pet jednoclanih skupova od
kojih svaki sadrzi jedan vrh. Zbog jednostavnosti zapisa takve jednoclane skupove necemo
zapisivati u postupku. U prvom koraku u graf dodajemo brid s najmanjom tezinom i njega
izbacimo iz prethodnog niza bridova te to zapiSemo ovako:

(AE} {AE} AB-2, BD-2 ,BE-2, CD-2, AD-3, DE-3, BC-4

U prvom stupcu imamo skupove vrhova koji nam predstavlaju stablo, u drugom stupcu nalaze
se bridovi koji ¢ine stablo, a u treCem stupcu imamo bridove koje jo§ moZemo ubaciti u
stablo. U sljede¢em koraku ubacujemo sljedeci brid u stablo, brid AB. Budu¢i da se oznaka
vrha B i vrha A ne nalaze u istom skupu bridova u prvom stupcu, ubacivenjem tog brida
ne¢emo stvoriti ciklus. Zapis toga sad izgleda:

{A,B.E} {AB, AE} BD-2 ,BE-2, CD-2 ,AD-3, DE-3, BC-4

U sljede¢em koraku ubacujemo brid BD jer isti ne ¢ini ciklus s ve¢ ubacenim bridovima.
Zapis toga je:

{A,B,D,E} {AB,AE,BD} BE-2,CD-2,AD-3,DE-3,BC-4

U narednom koraku ne mozemo ubaciti brid BE jer se oznake vrhova B i E nalaze u istom
skupu vrhova u prvom stupcu. To znaci da u stablu ve¢ postoji put koji povezuje vrhove B i E
te ukoliko bismo dodali jos jedan brid koji ih povezuje direktno stvorili bismo ciklus. Sljedeci
brid koji dolazu u obzir je CD te njegovim ubacivenjem ne stvaramo ciklus u stablu. Zapis
nakon tog koraka je:

{A,B,C,D,E} {AB,AE,BD,CD} AD-3,DE-3,BC-4

Budu¢i da smo u stablo ubacili maksimalan broj bridova algoritam zavrSava. Vazno je uociti
da smo u svakom koraku brid koji smo ubacivali birali proizvoljno. Od drugog koraka nadalje
mogli smo ubaciti u stablo bilo koji brid duzine 2 i time nebismo naru$ili minimalnost
rjesenja jer se od jednog grafa mogu napraviti vise razli¢itih minimalnih razapinjajucih stabla,
tj. jednostavnije receno, rjeSenje opcenito nije jednistveno.
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Razapinjajuca stabla

3.3 Primjeri

P3.1: Za graf zadan slikom pronaci minimalno razapinjajuce stablo Primovim algoritmom.

Rjesenje:

Prvo napisemo tablicu incidencije a zatim po¢nemo od proizvoljnog vrha, u ovom slucaju od
vrha C.

A|B|C|D|E|F|G|H [1 J[cIpJ1 [D]1 [CD]
Alofle] 2

B|6]o0 2 [ 2] 7

O] 2 9 | 1 4

D 2 [+ 0 3

E 2 013 4

F 7 310 1

G 4 0|5

H 341570
A|B|C|D|E|F|G]|H 2 TcJAJ2 JA ]2 JAC
Alo]e6e] 2 D |[B [2
B|l6]0 2 [ 217

©] 2 9 | 1 4

D 2| + ] o 3

E 2 03 4

F 7 3]0 1

G 4 0|5

H 341570
A|B|C|D|E|F|G]|H 3 [A[B[6 B [2 |[BD

Wle 6|2 C [G |4
B|ls]o 2 [ 217 D [B [2

Q] 2 0 | + 4

D 2 | + ] 0 3

E 2 03 4

F 7 310 1

G 4 05

H 3[4 [1][57]0

Teorija grafova 11



Razapinjajuca stabla

A|B|C|D|E|F|G]|H 4 [BJE 2 JE [2 [BE
W] ole]2 C |G [4
® | 6] 6 2 [ 2|7 D [H |3
©] 2 0 | + 4
[©) 2 |+ [ 3
E 2 0| 3 4
F 7 3]0 1
G 4 05
H 341570
A|B|C|D|E|F|G|H 5 [B]F [7 |H [3 [DH
@lse |62 C |G |4
®| 6| o 2 | 2] 7 D |H [3
©] 2 9 | 1 4 E |[F [3
D 2 |+ ]9 3
(® 2 8 [ 3 4
F E 3]0 1
G 4 05
H 341570
A|B|C|D|E|F|G]|H 6 [B]F [7 JF [1 [FH
W] o6 2 C |G |4
®| 6| 9 2 |27 E |F |3
©] 2 0 | + 4 H|F |1
(D 2 |+ [ 9 3
(B 2 8 |3 4
F 7 3]0 1
G 4 0| s
® 3 4]1]5] 8
A|B|C|DI|E|F]|G]|H 7 Jc ]G [4 ]G ][4 |cG
W]oe]e6] 2 H |G |5
®| 6| o 2 | 2] 2
©] 2 9 | 4 4
[©) 2 [+ | o 3
® 2 e [ 3 4
(® 7 3 | o +
G 4 0| s
® 3 | 4] +]5] 8
P3.2: Pronac¢i minimalno razapinjajuce stablo Kruskalovim algoritam za graf iz prethodnog
primjera.
Rjesenje:

Prvo poredamo bridove u rastuéi slijed po njihovim tezinama:
CD-1,FH-1,AC-2,BD-2,BE-2, DH-3,EF-3, CG-4,EH-4, GH-5,AB-6,BF-7
Nako §to smo to ucinili mozemo zapoceti sa umetanjem bridova u stablo.
{C.D} {CD} FH-1, AC-2, BD-2, BE-2, DH-3, EF-3, CG-4,
EH-4, GH-5, AB-6, BF-7

{C,D} {F,H} {CD,FH} AC-2, BD-2, BE-2, DH-3, EF-3, CG-4, EH-4,
GH-5, AB-6, BF-7
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Razapinjajuca stabla

{A,C,D} {F.H} {AC,CD,FH} BD-2, BE-2, DH-3, EF-3, CG-4, EH-4, GH-5,
AB-6, BF-7

{A,B.CD} {FH}  {AC,BD,CD,FH} BE-2, DH-3, EF-3, CG-4, EH-4, GH-5, AB-6,
BF-7

{A,B,.C.D,E} {FH} {AC,BD,BE,CD,FH} DH-3, EF-3, CG-4, EH-4, GH-5, AB-6, BF-7

{AB.CDEFH}  {ACBD,BE.CD, DH,FH} EF-3, CG-4, EH-4, GH-5, AB-6, BF-7

{A,B,C.D.EF,GH! {AC,BD,BE,CD,CG, DHFH} EH-4, GH-5, AB-6, BF-7

3.4 Zadaci

73.1: Za graf sa slike prona¢i minimalno razapinjajuce stablo Kruskalovim algoritmom.
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Razapinjajuca stabla

73.4: Za graf sa slike prona¢i minimalno razapinjajuce stablo Kruskalovim algoritmom.

Teorija grafova
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Najkrac¢e udaljenosti u grafu

4. Najkraée udaljenosti u grafu

Udaljenost u grafu definiramo kao sumu tezina bridova koji sacinjavaju put od pocernog
vrha do krajnjeg. Budu¢i da u grafu opéenito mozemo imati i viSe razlicitih puteva izmedu
dva ¢vora njihove duljine ne moraju nuzno biti iste. U ovom poglavlju proucavat ¢emo puteve
u grafu koji predstavljaju najmanje udaljenosti izmedu dva vrha.

Slika 9. Najkrace udaljenosti od vrha A

Na slici 9 vidimo kako se ostvaruju minimalne udaljenosti od vrha A do svih ostalih
vrhova. Konstruiranje takvog minimalnog puta metodom pokusaja i pograsaka za manje je
grafove jednostavno, ali problemi nastaju kad se broj vrhova grafa pocinje povecavati na vise
desetaka. Zbog toga se koristimo Dijkstrinim algoritmom za pronalaZenje najkrac¢eg puta od
jednog vrha do svih ostalih.

4.1 Dijkstrin algoritam za promalazenje najkracih puteva

Dijkstrin algoritam je u biti proSirenje Primovog algoritma prikazanog u poglavlju 3.
Ideja je u tome da se gradi stablo koje se sastoji od bridova koji ¢ine minimalne puteve od
pocetnog vrha do svih ostalih vrhova. Kao u Primovom algoritmu u jednom koraku biramo
brid koji spaja vrh koji nije u stablu sa stablom, ali pri tome za svaki vrh racunamo udaljenost
od pocetnog vrha. Od svih bridova koje u jednom koraku moZemo izabrati uzimamo onaj za
kjoji je pripadni vrh, koji nije u stablu, najmanje udaljen od pocetnog vrha.

Prikazimo sad taj posupak pseudokodom:

Stablo = ¢

Stavi u stablo pocetni vrh i oznac¢i ga s udaljenosti O.

Dok je Broj Vrhova(Stablo) < Broj Vrhova(Graf) ponavljaj
Za sve vrhove koji su susjedni nekom vrhu iz stabla izracunaj
najmanju udaljenost od pocetnog vrha kao udaljenost vrha u stablu
kojem je taj vrh susjedan + teZina brida koji ih spaja.
Od svih tih vrhova izaberi onaj koji ima najmanju vrijednost
udaljenosti i1 stavi ga u stablo zajedno s pripadajué¢im bridom.

Sljede¢im primjerom prikazat ¢emo kako smo izgradili puteve minimalne udaljenosti s
grafom prikazanom na grafu na slici 9.
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Najkrac¢e udaljenosti u grafu

U prvom koraku, a), biramo izmedu bridova AB i AC. Izaberemo brid AC jer je udaljenost do
C (2) manja nego do B (6). U drugom koraku, b), biramo izmedu AB, CD i CG te uzimamo
CD jer je D najblizi (3). U tre¢em koraku izaberemo DB jer je B najmanje udaljen (5). U
cetvtom koraku CG jer je udaljenost do G 6, zatim DH jer je H udaljen 6. U posljednja dva
koraka biramo BE jer je udaljenost do E 7 i HF jer je udaljenost do F 7.
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Najkrac¢e udaljenosti u grafu

Kako bismo algoritam lakse proveli koristimo se tablicnim zapisom kao kod Primovog
algoritma. Jedina je razlika ta Sto u tre€em stupcu zapisujemo udaljenosti od pocetnog vrha.

A|B|C|DI|E|F]|G]|H 1 JaA Jc 2 Jc ]2 Jac]
Wloele6]2

B|ls]|o 2 [ 217

c| 2 0 |1 4

D 2 [ 1]o 3

E 2 0|3 4

F 7 310 1

G 4 05

H 34115700
A|B|C|D|E|F|G]|H 2 [A[B]6 D3 [CD
W]le 6] 2 Cc |[D |3
B|6 0 2 [ 217

©] 2 9 |1 4

D 2 [+ 10 3

E 2 03 4

F 7 3]0 1

G 4 0|5

H 34115700
A|B|C|D|E|F|G]|H 3 [A[B[6 B ][5 |BD
W6 6] 2 C [G |6
B|ls6] o 2 [ 2] 7 D [B |5

Q] 2 0 | + 4

D 2 [+ [ o 3

E 2 013 4

F 7 310 1

G 4 0|5

H 3[4 1]57]0
A|B|C|D|E|F|G|H 4 I|BJE[7]G]6 [CG
AW [6] 2 C |G |6

®| 6| 8 2 | 217 D |H |6

©] 2 9 | + 4

(D 2 [+ | o 3

E 2 0] 3 4

F 7 310 1

G 4 05

H 341570
A|B|C|D|E|F|G]|H 5 [B|E [7 [H |6 |DH
AN e |62 D |H

B 6] 0 2 [ 217 G [H |11

Q] 2 0 | + 4

D 2 |+ ]9 3

E 2 03 4

F 7 3]0 1

@ 4 8 | 5

H 341570
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Najkrac¢e udaljenosti u grafu

A|B|C|D|E|F|G]|H 6 [B|E [7 ]E [7 |BE
AW]le]6]2 H|F |7

B 6] o 2 | 217

O] 2 9 | 1 4

[©) 2 1+ (96 3

E 2 03 4

F 7 3]0 1

© 4 g | 5

® 3[4 1]s5]68
A|B|C|D|E|F|G|H 7 [B [F [12]F [7 [HF
D] o6 2 E [F [10
®| 6| o 2 | 2] 7 H|F [7

©] 2 9 | 1 4

D 2 |+ ]9 3

® 2 8 |3 4

F E 3]0 1

© 4 g | s

® 3 4] 1]5] 8

Ovim algoritmom veoma jednostavno dobivamo najmanje udaljenosti od jednog vrha do svih
ostalih vrhova u grafu, medutim ako nam trebaju vrijednosti najmanjih udaljenosti izmedu
svaka dva vrha u grafu trebali bismo ovaj algoritam ponoviti onoliko puta koliko ima vrhova
u grafu. Nije teSko primjetiti da je to veoma zahtjevan posao i zato se koristimo jednim
drugim algoritmom iz teorije grafova. Rje¢ je o Floydovom algoritmu s pomo¢u kojeg veoma
jednostavno mozemo pronaci vrijednosti najmanjih udaljenosti izmedu svih parova vrhova u
grafu.

4.2 Floydov algoritam za pronalazenje najkracih puteva

Floydovim algoritmom pronalazimo najmanje udaljenosti izmedu svih parova vrhova u
grafu. Ideja algoritma je ispitivanje svih mogucih puteva u grafu, ali se pri takvom ispitivanju
koristi Cinjenica da ovakav problem ima optimalnu substrukturu te da se do ukupnog
minimuma moze do¢i spajanjem minimuma problema manjeg reda. Ovaj je algoritma u biti
tipican primjer dinamickog programiranja, a dokaz da je rezultat izvodenja algoritma ispravan
je veoma slozen. Prikazimo sad algoritam pseudokodom, pri tome je matrica incidencije
oznacena s G[i,j].

Za vrh kroz = 1 do broj vrhova
o @_vrh_od = 1_@ bro_j_vrhova
Ako G[vrh od,vrh kroz]!=w
—@ vrh__do = 1_@ broj vrhova
Ako G[vrh kroz,vrh do]!=e
Ako G[vrh od,vrh do]==« ili
G[vrh od,vrh do]>G[vrh od,vrh kroz]+G[vrh kroz,vrh do]
Glvrh_od,vrh_do]=G[vrh od,vrh kroz]+G[vrh kroz,vrh do]

Ovako napisano algoritam izgleda veoma slozeno no u biti je veoma jednostavan. Za svaki
vrh, vrh kroz, iz grafa pokuSavamo poboljsati put izmedu neka druga dva vrha, vrh od i
vrh do tako da provjerimo da li se udaljenost smanjuje ako put izmedu ta dva vrha prode
kroz vrh_kroz. Algoritam tokom izvodenja mijenja tablicu incidencije te na kraju izvodenja
u tablici na mjestu 7,j imamo najmanju udaljenost izmedu vrhova iij.
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Najkrac¢e udaljenosti u grafu

Algoritam ¢emo prikazati na jednom manjem primjeru budu¢i da broj koraka raste s
brojem vrhova grafa. Graf na kojem ¢emo prikazati izvodenje algoritma prikazan je na slici
10.

A B

E 1 D

Slika 10. Graf na za prikaz Floydovog algoritma.

Tablica incidencije zadanog grafa je:

A|B|C|D]J|E
A|lO0]| 2 3|1
B|2|0|5|2]2
C 5|0 2
D|3|2|2|0]|1
E|1]2 110

U prvom koraku uzimamo vrh A za vrh kroz koji ¢emo pokusSati poboljsati put izmedu
ostalih vrhova te redom zapisujemo puteve koje zelimo poboljsati.

B—C — Ne moZemo poboljsati jer trenutacno nemamo put od A do C
B—D — Ne poboljsavamo jer je BA + AD jednak 5 a tu ve¢ imamo 2
B—E — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeci put

C—D — Ne mozemo poboljsati jer trenutacno nemamo put od C do A
C—E — Ne mozemo poboljsati jer trenutaéno nemamo put od C do A
D—E — Ne mozemo pobolkjsati ve¢ postojeci put

Ovdje vidimo da prvi korak uopée nije promijenio matricu incidencije te da s vchom A ne
mozemo poboljsati ve¢ postojece puteve. Prelazimo na drugi korak s vrhom B.

A—C — Buduci da put ne postoji mi ga stvaramo i ozna¢imo ga duzinom 7
A—D — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeci put
A—E — Ne moZemo poboljsati ve¢ postojeci put
C—D — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeci put
C—E — Budu¢i da put ne postoji mi ga stvaramo i oznac¢imo ga duzinom 7
D—E — Ne moZemo poboljsati veé postojeci put

Matrica incidencije nam je sad:

A|B|C|D]|E
AlO0|2 |7 |3 |1
B|2|0|5|2|2
C|7|5|0]2
D{3|2|2|0]1
E| 1|2 110
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U tre¢em koraku koristimo vrh C.

A—B — Ne mozemo poboljsati veé postojeéi put
A—D — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeci put
A—E — Ne moZemo poboljsati ve¢ postojeci put
B—D — Ne mozemo poboljsati veé postojeci put
B—E — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeéi put
D—E — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeci put

Treci korak takoder nije nista promijenio, a algoritam se nastavlja s vchom D

A—B — Ne mozemo poboljsati veé postojeci put

A—C — Udaljenost AD+DC je 5 $to je manje od 7 te mjenjamo tablicu incidencije
A—E — Ne moZemo poboljsati ve¢ postojeci put

B—C — Udaljenost BD+DC je 4 §to je manje od 5 te mjenjamo tablicu incidencije
B—E — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeci put

C—E — Buduc¢i da put ne postoji mi ga stvaramo i ozna¢imo ga duzinom 3

Matrica incidencije tad je:

A|B|C|D]|E
Al0]|2|5|3 |1
B|2|0|4)|2]2
C|5]|4|]0|2]3
D|{3|2|2|0]1
E|1|2 3|10

U posljedenjem koraku koristimo vrh E.

A—B — Ne mozemo poboljsati veé postojeéi put
A—C — Udaljenost AE+EC je 4 §to je manje od 5 te mjenjamo tablicu incidencije
A—D — Udaljenost AE+ED je 2 §to je manje od 3 te mjenjamo tablicu incidencije
B—C — Ne moZemo poboljsati ve¢ postojeci put
B—D — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeci put
C—D — Ne mozemo poboljsati ve¢ postojeci put

Matrica incidencije tad je:

A|B|C|D]J|E
AlO0O|2 4|21
B|2|0|4)|2]2
C|4|4|]0]|2]3
D|2|2|2|0]|1
E|1|2 |3 |10

Kao $to je iz matrice vidljivo sad imamo vrijednosti minimalnih udaljenosti za sve parove
vrhova u grafu, medutim ne znamo kako se te minimalne udaljenosti ostvaruju. Pratimo li
izvodenje algoritma mozemo rekonstruirati te puteve tako da pratimo kako smo promjenili
tezine u matrici incidencije u svakom koraku.

2: A—-C=A—-B-C
C—-E=C—-B—E

4: A—-C=A-D-C
B—-C=B—-D—-C
C—E=C—-»D—E

5: A—»C=A—-E-C=A—-E-D-C
A—-D=A—E—-D

Ostali putevi koji nisu navedeni ostvareni su direktnom vezom, tj. samo jednim bridom.
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Najkrac¢e udaljenosti u grafu

4.3 Zadaci

74.1: Za graf sa slike pronaci najkrace putove od vrha A do svih ostaloh vrhova u grafu.
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Najkrac¢e udaljenosti u grafu

74.4: Za graf sa slike prona¢i najkrace puteve od vrha C do svih ostalih vrhova.
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Maksimalni protok u mrezi

5. Maksimalni protok u mrezi

Kao Sto smo u uvodu naglasili, grafovima mozemo veoma jednostvno modelirati
probleme iz stvarnog zivota. Jedna od uobicajenih primjena grafova je opisivanje mreze
naftovoda, prometnica i slicnih proto¢nih struktura. Promotrimo primjer naftovoda kojeg
opisjemo sljede¢im grafom.

Slika 11. Model naftovoda prikazan grafom

Kao §to je sa slike 11 vidljivo bridovi koji prikazuju cjevovode oznaceni su strelicama
kako bi se naglasilo da nafta kroz taj brid moze te¢i u samo jednom smjeru. Takav graf tada
nazivamo usmjerenim tezinskim grafom jer su mu bridovi usmjereni i svaki od njih ima
pridjeljenu tezinu, odnosno u ovom ¢emo modelu to nazivati kapacitetom. Vrh iz koga sve
strelice izlaze nazivat ¢emo izvorom, u primjeru to je vrh A, a onaj u koji su usmjerene sve
strelice nazvat ¢emo ponorom, u primjeru vrh F. Problem koji se prirodno namece je koliki
kapacitet svakog brida moramo koristiti da bi ukupni protok od izvora do ponora bio
maksimalan. RjeSenje takvog problema za vece mreze nije uopce trivijalno te se zato koriste
razni algoritmi kako bi se takav problem efikasno rijesio.

Za prikladno opisivanje problema proSirit ¢emo oznaku tezine brida na dva broja od kojih
¢e nam drugi govoriti koliki je kapacitet brida, tj. koliki je maksimalni protok kroz taj brid, a
prvi ¢e nam oznacavati koliki dio kapaciteta brida koristimo te ¢emo to nazivati protokom
kroz taj brid. Na sljedecoj je slici prikazano kako u nekoliko koraka maksimiziramo protok
kroz zadanu mrezu.

6/6 .~ 0/8

66 " . 6/8

33 .

3/3

616

Slika 12. Odredivanje maksimalnog protoka kroz mrezu
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Kao $to je vididljivo sa slike 12, povecavanje protoka provodimo postupno sve dok se
protok viSe ne mozemo povecati. U prvom koraku, slika 12.a, pove¢avamo protok kroz
bridove AB, BD i DF sa 0 na 6. U drugom koraku, slika 12.b, pove¢avamo protok kroz
bridove AC, CE i EF sa 0 na 3. U treCem koraku, slika 12.c, povecanje protoka je malo
kompliciranije i sastoji se u tome da se protok kroz brid BD smanji za 3 te taj dio protoka
preusmjerimo bridovim BE i EF. Buduéi da sad u vrhu D imamo manjak, taj manjak
nadoknadujemo dodatnim protokom kroz AC i1 CD. Kao §to je iz ovog kratkog primjera
vidljivo rjeSenje ovakvog problema nije trivijalno. Algoritam koji efikasno rjeSava ovaj
problem je Ford-Fulkersonov algoritam.

5.1 Ford-Fulkersonov algoritam

Kao §to je ve¢ reCeno Ford-Fulkersonovim algoritmom pronalazimo maksimalni protok
kroz zadanu mrezu. Algoritam provodimo u nizu koraka te u svakom koraku povecavamo
ukupni protok u mreZzi sve dok ne dostignemo maksimum.

Ideja algoritma je pronaci u grafu put koji poveéava trenutni protok i tada promjeniti
protok po bridovima tog puta te tako povecéati ukupni protok. Kad vise nije moguce pronaci
put koji bi poboljsao protok algoritam zavrSava. Prikazimo to sad pseudokodom:

Protok kroz sve bridove staviti na O.

Dok moZe$ pronac¢i put koji poboljSava protok

Promjeni protok kroz bridove pronadenog puta.

U samom algoritmu nije specificirano kako pronaci put koji poboljSava protok a to znaci
da bilo koji postupak pronalazenja tog puta daje ispravno rjeSenje. Medutim, broj koraka u
kojem ¢emo postici rjeSenje uvelike ovisi o nacinu pronalaZenje takvog puta. Idealno bi bilo
da u svakom koraku pronademo put koji maksimalno povecava protok i to mozemo uciniti
algoritmom koji je veoma sli¢an Dijkstrinom algoritmu promatranom u prethodnom
poglavlju. No prije nego objasnimo kako provodimo taj algoritam trebalo bi detaljnije
objasniti kako ¢emo oznacavati protok kroz bridove. Kao $to je iz samog problema vidljivo
koristili smo se usmjerenim bridovima kako bismo opisali da nafta moze te¢i samo u jednom
smjeru. Zbog potreba algoritma uvest ¢emo i bridove u suprotnom smjeru koje ¢e imati iste
vrijednosti protoka i kapaciteta kao brid u pravom smjeru, ali ¢e zato predznaci biti suprotni.

Moguc¢i iznos za koji mozemo povecati protok kroz neki brid u pravom smjeru je jednak
razlici kapaciteta i trenutnog protoka, tj. mozemo kroz taj brid progurati jo$ nafte dok ne
postignemo iznos kapaciteta. Ono S§to je mozda zbunjujuce ovdje je Cinjenica da protok kroz
brid u soprotnom smjeru moZzemo povecati za apsolutni iznos njegova protoka, u biti time
smanjujemo protok nafte u pravom smjeru. Zasto bi to trebalo povecati ukupni protok bit ¢e u
potpunosti jasno nakon §to prikazemo kako smo ostvarili maksimalni protok na mrezi sa slike
11.

Ideja algoritma kojeg ¢emo primjeniti je pronaci vrijednosti maksimalnih protoka od
izvora do svakog drugog vrha u grafu. Razliku u algoritmu u odnosu na Dijkstrin algoritam
ocitujemo u treCem stupcu tablice koju gradimo. U taj stupac upisujemo manji od brojeva koji
predstavlja protok do vrha koji se nalazi u stablu i moguéeg protoka kroz brid koji vodi od
vrha u stablu do vrha koji nije u stablu. Prikazimo sad izvodenje Ford-Fulkersonovog
algoritma na ve¢ zadanoj mrezi.
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Kao prvo napiSemo tablicu incidencije koja nam predstavlja protok kroz mrezu. Svaka ¢e
nam oznaka predstavljati protok/kapacitet brida.

A B C D E F
A 0/6 | 0/8
B | 0/-6 0/6 | 03
C | 0/-8 0/3 | 0/3
D 0/-6 | 0/-3 0/8
E 0/-3 ] 0/-3 0/6
F 0/-8 | 0/-6

Iz te tablice konstruiramo tablicu incidencije s kojom ¢emo pronacéi put koji poveéava
protok. Vrijednosti u tablici ¢e nam predstavljati koliko mozemo povecati protok kroz
pripadni brid. Nacin na koji se raCunaju te vrijednosti opisan je u tekstu, a tu treba jo§ samo
re¢i da za bridove kod kojih je iznos za koji mozemo povecati protok nula ne uzimamo u
obzir u algoritmu. Treba jo§ samo re¢i da ¢emo u svakom koraku umjesto najmanje
vrijednosti kao u Dijkstrinom algoritmu u retku promatranog vrha uzeti najvecu vrijednost jer
trazimo maksimalno povecavanje protoka. U susjednoj tablici prikazani su koraci algoritma.

Postupak smo zaustavili kad smo dostigli ponor, t;.

protoke.

A|B|C|D|E|F
A 6 |8
B 63
C 313
D 8
E 6
F

1 A C 8 C 8 AC
A B 6 B 8 AB
C D 3
C E 3

3 B D 6 D 6 BD
C D 3

4 B E 3 F 6 DF
C E 3
D F 6

vrh F. Iz tablice je sad vidljivo da je
maksimalno povecanje protoka iznosa 6 i to kroz put A—B—D—F. Sad shodno tome
promjenimo protoke kroz te bridove i to unesemo u nasu pocetnu tablicu incidencije za

A B C D E F
A 6/6 0/8
B -6/-6 6/6 0/3
C 0/-8 0/3 0/3
D -6/-6 | 0/-3 6/8
E 0/-3 | 0/-3 0/6
F -6/-8 | 0/-6

Protok koji je ovom tablicom definiran prikazan je na slici 12.a. Iz ove tablice
konstruirmo kao prije tablicu incidencije uz pomo¢ koje trazimo daljnja povecanja protoka.

Ta nam je tablica tad:

A|/B|C|D|E]|F 1 A C 8 C 8 AC

A 8 2 C D 3 D 3 CD
B|6 3 C E 3

C 313 3 C E 3 E 3 CE
D 6 2 D B 3

E 6 4 D B 3 B 3 DB
F 6 E F 3

5 E F 3 F 3 EF
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U ovom koraku protok mozemo povecati za 3 i to kroz put A—>C—E—F. Promjenjena
tablica incidencija za protoke je:

A B C D E F
A 6/6 3/8
B -6/-6 6/6 0/3
C | -3/-8 0/3 3/3
D -6/-6 | 0/-3 6/8
E 0/-3 | -3/-3 3/6
F -6/-8 | -3/-6

Tablica prikazuje stanje na slici 12.b.
Iz te u¢inimo sljedecu tablicu incidencije za povecavanje protoka:

A|B|C|D|E|F 1 A C 5 C 5 AC
A 5 2 C D 3 D 3 CD
B| 6 3 3 D B 3 B 3 DB
Cl3 3 4 B E 3 E 3 BE
D 6 2 D F 2
E 3 3 5 D F 2 F 3 EF
F 6|3 E F 3

U ovom korako mozZemo povecati protok za 3 i to A—>C—B—E—F. Kako je vidljivo sa
slike 12.c prolazimo bridnom BD u suprotnom smjeru $to znaci da time smanjujemo protok
kroz taj brid. Ono $to nije odmah ocito je da kako takvim smanjivanjem postizemo povecanje
ukupnog protoka, medutim, promotrimo li sliku 12.c vidimo da taj dio protoka kroz BD
nadoknadujemo onim iz CD, a dio koji viSe ne prolazi kroz BD sad prolazi bridom BE te tako
povecava ukupni tok.

Tablica protoka nam sad izgleda:

A B C D E F
A 6/6 6/8
B -6/-6 3/6 3/3
C | -6/-8 373 3/3
D -3/-6 | -3/-3 6/8
E -3/-3 | -3/-3 6/6
F -6/-8 | -6/-6
Tablica prikazuje stanje na slici 12.c.
Pokusajmo sada jo§ povecati protok:
A|B|C|D|E|F Ll 1 [ Al c ] 2] c] 2 ]Ac]
A 2
B| 6 3
C| 6
D 313 2
E 313
F 6|6

Kao $to je iz postupka vidljivo, ne mozemo vise pronaci put kojim bismo povecali protok
kroz mrezu te algoritam tu zavrSava.
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5.2 Zadaci

75.1: Za graf sa slike prona¢i maksimalni protok od vrha A do vrha G.

A
/\
B C
4
D
2 5
/ ’
E F
4 /
®
G

75.2: Za graf sa slike prona¢i maksimalni protok od vrha A do H.
C D
/I 4

G
/

75.3: Za graf sa slike pronac¢i maksimalni protok od vrha A do vrha E.

B
| /
E F
7
8
®
H
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75.4: Za graf sa slike prona¢i maksimalni protok od vrha A do vrha G.
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6. RjeSenja zadataka

6.1 Osnovni pojmovi u teoriji grafova

72.1:

G = {A,B,C,D,EF,G}
E = {AC,AE,BC,BF,BG,CE,DG,FG}

72.2:
A|B|C|D|E
Al|lO 2
B 0| 3|4 4
C 310 1
D 4 1 01| 7
E|2]| 4 710
F 5 3
72.3:
A|B|C|D|E|F H
A| 0] 3 2
B|3]|]0]| 2 3 5
C 2|1 01| 6
D 6| 01| 2|4
E 210 1
F 3 4 1 0
G 6
H| 2|5 0

6.2 Razapinjajuca stabla

7Z.3.1: Stablo ¢ine bridovi:
{Al, BC, CI, DJ, EJ, FG, GH, HI, 1J}

7.3.2: Stablo ¢ine bridovi:
{AE, BD, EB, EC}

7.3.3: Stablo ¢ine bridovi:
{AB, BC, BD, CF, DG, GE}

7.3.4: Stablo ¢ine bridovi:
{AB, AF, BC, DE, EF}
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6.3

74.1:

74.2:

74.3:

74.4:

74.5:

Najkraée udaljenosti u grafu

Puteve ¢ine bridovi:
{AB, AD, AF, BC, FE}

Udaljenosti su:
A—>B=4

A—C=4

A—D=4

A—>E=5

A—F=4

Tablica udaljenosti je:

mo0|w| >

Njo|h|lw|o|>
alvs|lo|lw o
wlwlo/a|nO

Puteve ¢ine bridovi:
{Al, BC, CD, CI, DE, EF, FG, HI}

Udaljenosti su:

D—-A=10

D—»B=9

D—-»C=7

D—E=2

D—-F=7

D—-G=10

D—H=10

D—I=28

Puteve ¢ine bridovi:
{AB, AF, BD, BG, CD, EG}

Udaljenosti su:

C—oA=5

C—»B=3

C—-D=2

C—oE=28

C—oF=6

C—>G=5

Puteve ¢ine bridovi:
{AB, BH, CH, DE, EF, EG, FH}

Udaljenosti su:

E—>A=28

E—-B=5

E—-C=4

E—-D=5

E—-F=1

E—-G=3

E—-H=3

w|iolwiNdo|O

O|W Ww|=[(NMm
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6.4 Maksimalni protok u mrezi

75.1: Maksimalni protok je 10
Protok kroz brid AB je 6/6.
Protok kroz brid AC je 4/4.
Protok kroz brid BD je 4/4.
Protok kroz brid BE je 2/2.
Protok kroz brid CF je 4/5.
Protok kroz brid DE je 1/4.
Protok kroz brid DF je 3/3.
Protok kroz brid EG je 3/4.
Protok kroz brid FG je 7/8.

75.2: Maksimalni protok je 19
Protok kroz brid AB je 4/5.
Protok kroz brid AC je 7/7.
Protok kroz brid AD je 8/10.
Protok kroz brid BE je 4/4.
Protok kroz brid CE je 4/6.
Protok kroz brid CF je 3/5.
Protok kroz brid DF je 4/6.
Protok kroz brid DG je 4/4.
Protok kroz brid EH je 8/8.
Protok kroz brid FH je 7/7.
Protok kroz brid GH je 4/5.

75.3 Maksimalni protok je 22
Protok kroz brid AB je 9/10.
Protok kroz brid AC je 4/4.
Protok kroz brid AD je 9/10.
Protok kroz brid BC je 4/4.
Protok kroz brid BE je 5/5.
Protok kroz brid DC je 2/4.
Protok kroz brid CE je 10/10.
Protok kroz brid DE je 7/7.

75.4 Maksimalni protok je 22
Protok kroz brid AB je 10/10.
Protok kroz brid AC je 8/8.
Protok kroz brid AE je 4/4.
Protok kroz brid BD je 5/8.
Protok kroz brid BE je 3/7.
Protok kroz brid BG je 2/2.
Protok kroz brid CE je 3/4.
Protok kroz brid CF je 5/5.
Protok kroz brid DG je 5/6.
Protok kroz brid EG je 10/10.
Protok kroz brid FG je 5/6.
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75.5 Maksimalni protok je 21
Protok kroz brid AB je 8/9.
Protok kroz brid AC je 8/8.
Protok kroz brid AD je 5/11.
Protok kroz brid BE je 4/5.
Protok kroz brid BF je 4/4.
Protok kroz brid CE je 2/5.
Protok kroz brid CF je 6/6.
Protok kroz brid DF je 5/9.
Protok kroz brid EG je 6/6.
Protok kroz brid FG je 15/15.
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