Zadatak 1.
Odrediti strukturu, jednadzbe i ukupan broj parametara potpuno povezanog modela za 2D podatke
ako znamo da su dimenzije slojeva: 5, 10, 5, 2.

Rjesenje. Svaki ©; se sastoji od W; i b;. Ako pretpostavimo da koristimo samo jedan primjer, struktura
izgleda ovako:

Ulaz:
X_Dpodatak X Dbr,primjera =2x1
1. sloj:

Wl_DpodatakXD1:5X2
bl—D1X1:5X1
hl—D1X1:5X1

2. sloj:

W2_D1XD2:10X5
b2—D2X1:10X1
h2_D2X1:10X1

3. sloj:

Wg—DQXD3:5X1O
b; — D3 x1=5x1
h3-D3X1:5X1

4. sloj:

W4—D3XD4:2X5
b4—D4X1:2X1
o—Dy;x1=2x1

Iz ove strukture se zatim racunaju parametri prema dimenzija W; i b;:

(2:54+5-1)+(5-104+10-1) +(10-5+5-1)+(5-2+2-1) =142
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Konaé¢no, jos je potrebno napisati jednadzbe koje su samo afine transformacije nakon kojih slijedi
nelinearna aktivacija. One redom glase:

h; = ReLU(W;x + by)
h2 = ReLU(W2h1 + bg)
h3 = ReLU(W3h2 + bg)
o = softmax(Whs + by)

Zadatak 2.
Za domadi rad dokazati:

dLcg(y, softmax(z))
dZi

= softmax(z;) — [y = i]

U ovom izrazu y predstavlja indeks tocnog razreda.

Rjesenje. Izvedimo prvo gubitak pomocu negativne log izglednosti. Pretpostavljamo da su oznake y one
hot enkodirane i da se ravnaju prema multinulijevoj razdiobi. Zbog toga izglednost mozemo raspisati kao

HkK=1 748
K
Ler(y, softmax(z)) = — Z log(p;")
k=1

K
= — Z yk log —eXp<Z’€)
pt 2.5 exp(2)

K
— Zyk( — 2z +1og ) eXP(Zj))
k:lK K J
= — Z Yr2k + Z Yk log Z exp(z;)
k=1 k=1 J

= —2z, + log Z exp(z;)

Sada mozemo derivirati izraz po z;.

dLcrp(y, softmaz(z)) _ 1 d)_;exp(z;)
dz; ==+ > exp(z)) dz;
1 dexp(z;)
==l e s
exp(z;)

—[y = i] + softmax(z;)
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Primijetimo da ¢e kod posljednje jednakosti pri racunanju funkcije gubitka varijabla y, biti jednaka 1
samo kada vrijedi £ = y pa zato nestaju obje sume.

Zadatak 3.
Za domadi rad dokazati:

Rjesenje. Takoder krenimo s gubitkom kao i u prethodnom zadatku. Znamo da se oznaka y ravna po
Bernoullijevoj razdiobi pa mozemo izglednost zapisati kao o(2)¥ (1 — o(2))'7%, nakon ¢ega primijenjujemo
log funkciju na umnozak.

Lep(y,o(2)) = —log(o(2)? (1 —o(2)'7Y)
= —yo(z) — (1 —y)log(1 —o(z2))

Deriviramo gubitak po z:

dleslpol) (. ]

1
u R L O)

=—y(1-0(2)+(1—y) o)
= —y+yo(z) + o(z) —yo(z)
=o(z)—vy

Ovdje valja napomenuti da je ovo identicno prethodnom zadatku, ali za 2 klase. Drugim rijecima, ovaj
zadatak je poseban slucaj prethodnog.

Zadatak 4.
Konstruirajte dvorazinski model koji koristi linearne transformacije i zglobnicu da bi aproksimirao
sljedec¢u funkciju:
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Rjesenje. Krecemo sa segmentom [0,2]. Ovaj dio linearno raste i to od z = 0 pa ¢e prva funkcija koju
koristimo biti y; = max(0,z). Nakon toga nam je potrebna funkcija koja ¢e ponistiti rastuéu funkciju
Sto znaci da ¢e ispred nje i¢i negativan predznak. Ona ima pomak u tocki z = 1 pa ju je mogucée definirati
kao yo = max(0,z — 1).

Ove funkcije ¢emo kombinirati kao f = y; — y» 1 dobiti sljedeci rezultat:
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Slijedi segment [2,3]. Ovdje funkcija duplo brze raste i tu komponentu je potrebno pomaknuti tocku
x = 2. Tu mozemo definirati y3 = max(0, 2(x — 2)).

Sada kombinacijom f = y; — ys + y3 dobivamo sljedeci rezultat:
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U segmentu [3, 6] imamo padajuéi dio funkcije. Moramo ponistiti utjecaj prethodne komponente funk-
cije 1 pobrinuti se za negativni nagib sljede¢e komponente stavljanjem negativnog predznaka. Uzeti ¢emo
koeficijent nagiba 3, gdje 2 dolazi zbog ponistavanja prethodne komponente i 1 zbog linearnog opadanja.
To mozemo ostvariti funkcijom y, = max(0, 3(z — 3)).
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Kombinacijom f = y; — ys + y3 — y4 dobivamo sljedeéi rezultat:
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I konacno na zadnjem segmentu je potrebno samo ponistiti utjecaj prethodne komponente od tocke
x = 6 za §to ¢emo koristiti funkciju y5 = max(0,z — 6). Ova komponenta ¢e imati pozitivan predznak jer
Zelimo ponistiti utjecaj komponente s negativnim nagibom.

Konaé¢no rjesenje dobivamo kombinacijom f = y; — y2 + y3 — y4 + ys.
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Zadatak 5.

Pokazite da je pristup racunanja gradijenata gubitka po parametrima i po vektoriziranim parame-
trima ekvivalentan:

oL oL . ohy,

i objasnite njihovu slozenost.
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Rjesenje. Mozemo krenuti od prvog izraza. Zbog jednostavnosti s notacijom, pretpostavimo da ra¢unamo

vrijednost vektora:
q=W:p+b

Dimenzije ovih matrica i vektora su redom:
nx1)=(mxm)-(mx1)+(nx1)

U matricama ¢e to ovako izgledati:

q1 W11 W12 ... Wim Y4 by
q2 Wo1 Wag ... Way D2 by

= . : + | .
An Wnp1 Wp2 ... Wpm Pm bn

Kod ovakvih zadataka najlaksi pristup je raspisati kako se racunaju zasebni dijelovi vektora q.

1 =W D1+ W2 P2+ ...+ Wi - P+ b1
g2 = Wa1 *P1 + Wag - P2 + ... + Wap, - P + b2

Qn:wn1p1+wn2p2++wnmpm+bn

oL

Jakobijan ¢e izgledati ovako:

Ovec(Wy)
oL oL oq
Ovec(Wy) 0q Ovec(W)
r0q1 Oq oq1 91 Oq1 Oq1 7
Owir Owiz """ Owim ~ " Ownl Own2 T T Ownm
. oL 9q2  _Oqo g2 992 _Oqo 9g2

= 5 " | Owir Owiz T Owim T Owni Own2 T Ownm
dq

9gn_ Oqn Ogn Ogn_ Ogn Ogn
Low11 Owiz """ Owim " Ownl Ownz ~ " " Ownm

Vecina derivacija ¢e biti jednaka nuli. Derivacija nece biti jednaka nuli kada u izrazu
k jednak :

oq —p oq —p oq —p
awn b 8w12 o ’8w1m "
0qy —p gy —p 0qy —
Dy 15 Do 2y e ’8w2m m
0qn 0qn Oqn
aU}nl — P aan BECEA awnm — Pm
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Iz ovoga se moze zakljuciti kako ¢e izgledati prethodno navedena matrica:

pPL p2 ... P O O ...0 ... 0O 0...0

oq _ O 0 ... 0 pr p2 ...Pmm ... 0O 0...0
dvec(W) :

o 0 ... 0 0 0 ...0 ... p1 P2...Pm

Moze se primijetiti da je ovakva matrica vrlo rijetka i to ¢e se odraziti u slozenosti. Vektor ‘g—fl ¢e biti
dimenzija 1 X n, a matrica #?W) dimenzija n x n - m. To znaéi da ¢e sloZenost biti O(n? - m). Sad

mozemo promotriti cemu ¢e biti jednak gradijent #(LW).

pL p2 .o P O O ...0 ... 0O 0...0
AL oL dL 00 ... 0 P p2 ...Pm 0 0...0
[8q1 9q2 "'aqn] ) .
o 0 ... 0 0 0 ...0 ... p1 pP2---Pm
oL oL AL
pl'a—ql pga—ql pma—ql OaL OaL OaL 0 0 0
0 0 0 0 0 0 pl'gTLn pQ-% pm-gTLn

Ako zelimo izra¢unati g—‘fv onda to mozemo napraviti preslaganjem u pocetni oblik i primijetiti da se
to moze kompaktno zapisati u obliku vanjskog produkta:

- 9L

U Pty e Pmo gy |0
oL, oL oL T
p1 q1 P2 oq1 <o+ Pm dq1 oL oL T
: = |op | [P1p2-. D] = 7q| P
Pr e P2 Do) |
| Oqn, J

Ovaj pristup je bolji jer sada mnozimo vektore dimenzija n x 11 1 x m pa ¢e slozenost biti O(n - m).
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Zadatak 6.
Razmatramo klasifikacijski konvolucijski model za sive slike 28 x 28. Arhitektura modela je:
e dva konvolucijska sloja bez nadopunjavanja (1. sloj - 16 kanala, 2. sloj - 32 kanala)

jezgra 5 X 5 s pomakom

aktivacija ReLLU
e sazimanje maksimumom 2 X 2
e potpuno povezani sloj dimenzije 512 s pomakom + ReL.U

e potpuno povezani sloj D = 10 s pomakom + softmax
Zadatci:

e QOdredite dimenzije aktivacija, broj parametara i veli¢inu receptivnog polja u svim slojevima

e Natipkajte implementaciju u PyTorchu s metodama __init__, fwd i loss

Rjesenje. Dimenzija aktivacija, broj parametara i veli¢ina receptivnog polja su prikazane u tablici.

Sloj Parametri Tenzor Receptivno polje
Slika - 1 x 28 x 28 1x1
Convl 16-1-5-5416 16 x 24 x 24 5x5
Relul - 16 x 24 x 24 5 X5
Pooll - 16 x 12 x 12 6 x 6
Conv2 32-16-5-5+ 32 32 x8x8 14 x 14
Relu2 - 32 x8x8 14 x 14
Pool2 - 32 x4 x4 16 x 16
Flatten - 512 16 x 16
FC1 512 - 512 + 512 512 28 x 28
Relu3 - 512 28 x 28
FC2 512-10+ 10 10 28 x 28
softmax - 10 28 x 28

Na ulazu je slika dimenzija 1 x 28 x 28 pa su to i dimenzije tenzora, a receptivno polje sadrzava samo
jedan element.

Za svaki konvolucijski sloj broj parametara ¢e odgovarati in_channels - out_channels - F' - F'. To je zato
Sto nam je potrebna jezgra za svaku kombinaciju ulaznog i izlaznog kanala. Osim toga trebati ¢e nam i
pomak za svaki od izlaznih kanala tj. out_channels. Tako za prvi konvolucijski sloj broj parametara je
jednak 16-1-5-5 4 16.
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Kod konvolucije bez nadopunjavanja dimenzije tenzora ¢e se smanjiti prema formuli W — F + 1 gdje
je W girina ili visina tenzora (ovo dvoje ¢e obi¢no biti jednako). Zbog toga 2. i 3. dimenzija tenzora se
mijenjaju u 28 — 5+ 1 = 24.

Receptivno polje je najlakse odrediti gledamo li "unatrag”. U prvom konvolucijskom sloju svaki piksel
je izrac¢unat na temelju 5 piksela u originalnoj slici.

ReLU aktivacijska funkcija nikako ne utjece na parametre, dimenzije, tenzora i receptivno polje.

Sljedece je na redu sazimanje maksimumom. Ono nema nikakve parametre. Na veli¢inu tenzora utjece
tako da u svakoj 2 x 2 regiji odabere maksimalnu vrijednost u svakom kanalu. Na taj nacin ¢e se dimenzije
tenzora prepoloviti.

Receptivno polje je ovdje kompliciranije odrediti. LakSe je ako se problem svede na 1D konvoluciju.
Krenuvsi unatrag jedan element racunamo na temelju maksimuma 2 elementa sloja sazimanja. Svaki od
tih slojeva sazimanja racunamo na temelju 5 elemenata, ali oni imaju preklapanja, pa je na kraju samo 6
razlicitih elemenata.

O O

Na isti nacin se sve operacija provode i za drugi konvolucijski sloj i sazimanje.

Kod Flatten sloja dimenzije tenzora su jednake umnosku elemenata u svakoj dimenziji iz prethodnog
sloja, ali ovaj sloj nema nikakvih parametara. Kod potpuno povezanog sloja potrebne su tezine za svaku
kombinaciju ulaza i izlaza te pomak. Broj parametara ovdje ¢e zato glasiti 512 - 512 4+ 512. Posto je svaki
element povezan sa svakim elementom iz prethodnog sloja receptivno polje ¢e upravo odgovarati dimenzi-
jama ulazne slike. Na isti nacin se odreduju parametri za sljede¢i potpuno povezani sloj.

U kodu bi to izgledalo ovako:

class Model(nn.Module):
def __init__(self):

super () .__init__Q)
self.convl = nn.Conv2d(1l, 16, kernel_size=5)
self.conv2 = nn.Conv2d(16, 32, kernel_size=5)
self .pool = nn.MaxPool2d(kernel_size=2, strides=2)
self.11 = nn.Linear(512, 512)
self.12 = nn.Linear(512, 10)

def forward(self, x):
x = F.relu(self.convl(x))
x = self.pool(x)
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= F.relu(self.conv2(x))
= self.pool(x)
x.flatten()

= F.relu(self.11(x))

= F.softmax(self.12(x))
return x

LT T T B
I

def loss(y_pred, y):
return F.cross_entropy(y_pred, y)

Zadatak 7.
Razmatramo konvolucijski model za klasificiranje jednokanalne slike:
e konvolucija 3 x 3 bez pomaka (w;, ws), nadopunjavanje, ReL.U

e globalno sazimanje maksimumom

e pootpuno povezani sloj bez pomaka (W)

e softmax

Inicijalizacija:
® Wiy = —1, wyoe = 1, ostali elementi wy su 0
® wWy3zo = —1, wogo = 2, ostali elementi wy su 0

e Wi =Wy =1, ostali elementi W su 0

Na ulazu je 4 x 4 matrica x, x93 = 1, x33 = 2, svi ostali elementi su 0.

Odredite gradijente negativne log-izglednosti uz y = 2.

Rjesenje. Odredimo prvo inicijalne parametre:

0000
0 0 0 0 0 0
0010 10
wi=|-11 0|, wa=1]0 1 0|, X= , W=
0020 0 1
0 0 0 0 —1 0
0000

Operaciju konvolucije primijenjujemo na nac¢in da srednji element postavimo na gornji lijevi element
slike i napravimo produkt po elementima i zbrojimo dobivene brojeve. Pomic¢emo se na sljede¢i element
i ponavljamo postupak dokle god nismo prosli sve elemente. Tamno iscrtane vrijednosti su maksimalne
vrijednost i one ¢e nam trebati za sljedeci korak.
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Za prvi kanal to izgleda ovako:

000 O 0 00O
001 —1 0010
0 0 2 =2 00 20
000 O 0 0 0
Za drugi kanal:
00 —10 0 00O
00 -1 0 00 0O
SQZX*WQZ s hQZReLU(Sg):
00 2 0 00 20
00 0 O 0 00O

Zatim slijedi primjena globalnog sazimanja maksimumom pa uzimamo maksimalnu vrijednost iz svake
mape znacajki.

GMP(h)) =2, GMP(hy) =2,

Ovo konkateniramo u jedan vektor i mnozimo matricom W:

svaﬂ.ﬁqu

Konacno primijenimo softmax i dobivamo izlaz modela:

softmax(s) = :0.5 0.5]

Unatrazni prolaz zapoc¢injemo racunanjem gradijenta vektora s po gubitku L:

oL
o =P~ You = [0.5 0.5} — [0 1] = [0.5 —0.5}
Js
Zatim slijedi gradijent gubitka po parametru W i gradijent gubitka po v:
oL 0oL 0s oL 0.5 , 2} 11
_— e ——  — T — . ‘V‘ — . pr—
OW 0Js OW  Os _o5| t 1 -1
oL 9L 0s oL" 1 (10
— =5 =5 W= [0.5 —0.5] - = [0.5 —0.5}
ov 0s Ov Os o 1

Prvu komponentu vektora g—ﬁ koristimo za unatrazni prolaz prvog kanala, a drugu za unatrazni prolaz

Ovi.

drugog kanala. Kod ra¢unanja koristimo matricu s nulama svugdje osim za maksimalan element gdje

Oh;
je vrijednost 1. _ i _ -
0 00O 00 0 O
8_L _ 8_L ‘ % 05, 00 0O _ 00 0 O
oh;  dv; Ohy 0010 0 0 05 0
0 00O 00 0 O
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oL _ oL ow
Ohy  Ovy Ohy
Slijedi gradijent gubitka po si i ss:

0 0
OL 0L oOh; |0 0
(981 N 8}11 851 00
0 0

0 0

OL 0L 0Ohy |0 0

882 N 8h2 682 N 00

0 0

o O

= —0.5-

0.5

—0.5

o o o o
o o o o

o o o O

o o o o
O]

S = O O

o o o O

o o o O

o o o O

o o o O

o o o O

o

(R =]

o o o O

o o o O

o o o O

Jos su preostali gradijenti po parametrima wy i wy i po ulazu X.

OL 0L 0s; oL
wr ~ os ow, XG0 =
OL 0L sy oL

a_VVQ 882 8W2 N pad(X) * 882 N

o o o o o o

o o o o o o

o o o o o o

o o o o o o
o o o o o o

o o o o o o
o O NN = O O
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o o o O
o o o O
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-0.5
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OL _ pad(PEy « prip2d(w,) + pad(22) + flip2d(ws) =

8X 851 aSQ
00 0 0 00 O O
00 0 0 —1 0
00 0 O 00 0 O
10 1 —1| + *10 1 0 =
00 05 0 00 —05 0
00 0 0 0 0
00 0 0 00 0 O
0 0 0 0 00 0 O 0 0 0 0
0 0 0 0 N 00 0 O 0 0 0 0
0 —05 05 0 00 —-05 0 0 —05 0 0
0 0 0 0 00 05 0 0O 0 050
Zadatak 8.
Pretpostavke:
e 3-dimenzionalni ulaz: x € R?
e dvije klase na izlazu: y € R?
e model: viserazredna logisticka regresija
y = softmax(Wx + b)
e ulaz modela smo regularizirali dropoutom (bez mijenjanja aktivacija uz p(u,,) = 0.2,

P(ftey) = 0.5, p(pie,) = 0.7

Potrebno je izracunati ulaz u softmax (eng. logits) za podatak x = [1 1 1], ako su parametri modela
nakon ucenja:
—-0.1 04 -06 0.2
W = , b=
0.2 —-0.3 0.5 —0.2

Rjesenge. Izlazne tezine aktivacije mnozimo s vjerojatnoséu njene prisutnosti tijekom ucenja:

W;L,L = p(ﬂhi) " Wh,

0.2 0.5 0.7 - -0.1 04 0.6 —-0.02 0.2 —0.42
0.2 0.5 0.7 02 -03 0.5 0.04 -0.15 0.35
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Ulaz u softmaks onda glasi:

1
, —-0.02 0.2 —0.42 0.2 —0.04
Wx+b= 1] + =
0.04 —-0.15 0.35 —0.2 0.04
1
Zadatak 9.
Zadani su podaci x; do xs.
Oznake podataka su redom y = [1,0,0, 1, 1]
Udaljenosti od podatka x; iznose:
d(l’l, .flfl) =0.0
d(l‘l, IL‘Q) =5.0
d(Il, $3) = 2.0
d(xy,24) = 3.0
d(l’1,$5) =1.0
Odredite povrsinu ispod PR krivulje za predikcije modela u podatku z;.

Rjesenje. Prvo je potrebno rangirati podatke po udaljenosti:
Xsorted = [:C57 X3, T4, %2]

Za odredivanje povrsine ispod krivulje prvo moramo izracunati krivulju. Potrebna nam je preciznost

TP TP
P = 757p 1 0dziv R = 7575

Sada mozemo napraviti tablicu:

Pozitivne predikcije TP FP FN P R
(%5, T3, T4, T2 2 2 0 0.5 1.0
(%5, 23, 74 2 1 0 0.66 1.0
(x5, 3] 1 1 1 0.5 0.5
[z5] 1 0 1 1.0 0.5

Dogovorno se jos dodaje i tocka gdje je R = 01 P za najmanji R tj. tocka R = 0, P = 1.0. Povrsina
ispod PR krivulje je onda:
AUPR=0.5-1.0+0.66 - 1.0 = 0.83
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