SVEUCILISTE U ZAGREBU

FAKULTET ELEKTROTEHNIKE | RACUNARSTVA

SEMINAR

Kalmanov filtar

Sime Basi¢

Voditelj: Sinisa Segvi¢

Zagreb, travanj, 2010



Sadrzaj

LYo Lo PP PP 1
1.ReKkurzivno eStimiranj@ StANJa..........cuuiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiie ettt 5
2.Jednadzbe Kalmanovog filtra ... 9
3.ProSirenja Kalmanovog filtra (EKF) ..........ueiiiiieeee e 14
4.Primjene za pracenje prometnog traka...............ouiiiiiiiiiiiiiiciii e 18

4.1. Estimacija pozicije prometnog trakal............cuvvveiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiiieeeeeeeeeeeeeeeeeeeee 18

4.2. Estimacija razdiobe vjerojatnosti pravocrtnih segmenata linije traka.............. 25
ZAKIUCAK ... e e e e e e e e 34
LITEIAIUIA ...eeeeeeeee ettt ettt e e e e e e r et e e e e e e s bbb e e e e e e e e e e e 35

Szt aK . .., 37



Uvod

U robotici je Cesto potrebno estimirati stanje u kojem je robot
trenutno, odnosno odrediti vrijednosti odredenih varijabli potrebnih robotu
kako bi odredio stanje svijeta u kojem se nalazi. Te vrijednosti nisu
direktno uocljive, nego ih je potrebno procijeniti posrednim tehnikama.
Cesto te posredne tehnike opisuju preciznost informacije o poloZaju
robota funkcijom vjerojatnosti. Algoritmi vjerojatnosne procjene stanja
racunaju gustocCu vjerojatnosti nad svim mogucim stanjima procesa u
kojima se objekt moze naci u trenutnom koraku. Kretanje robota
podlijeze nekim fizikalnim zakonima i kao takvo se moze aproksimirati
odgovaraju¢im modelom gibanja objekta. Ocjena pozicije robota se
najcesSce obavlja kroz vremenski diskretne iteracije gdje svaka iteracija
ukljuCuje dva uobiCajena koraka. Prvi korak je predikcija gdje se na
temelju modela gibanja uz primjenu procijenjenih podataka iz prethodnog
koraka predvida novi polozZaj objekta. U drugom koraku se predvideno
stanje aZurira na temelju pribavljenog mjerenja. Nakon prvog koraka se
funkcija gustoce vjerojatnosti (dalje u tekstu f.g.v.), koja govori koliko je
vjerojatno da je neko stanje jednako trenutnom stanju, pomice prema
modelu gibanja objekta, ali se njena varijanca povecava jer model nije
apsolutno precizan. Neprecizan model unato€ povecéanju varijance moze
biti koristan, npr. kad je gibanje robota opisano konstanthnom brzinom
prikladno je uvesti slucajni Sum kojim Ce se opisati ubrzanje i
usporavanje robota jer je realno da se robot iz trenutne pozicije X, nece

nakon protoka vremena At naci to€no na poziciji x, = x, + V. At, vec ¢e

zbog mogucih prepreka na putu ili reljefa puta dozivjeti usporenja,
odnosno ubrzanja pa ¢e konaCna pozicija %, biti razli€ita od pozicije x,

dobivene idealnim modelom. Nakon drugog koraka ukupna varijanca se
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smanijuje jer mjerenje donosi informaciju. Problem je Sto su mjerenja
dobivena iz senzora Cesto parcijalna, nepotpuna i gotovo uvijek sadrze
odredeni stupanj Suma. U estimaciji stanja procesa cilj je dobiti
pouzdane vrijednosti varijabli stanja procesa optimirajuci ih podatcima
dobivenima iz senzorskih o€itanja. Kod kretanja robota potrebno je uvesti
sljedecCe varijable: varijablu stanja koja opisuje predvidanje stanja u
kojem se robot trenutno nalazi, varijablu akcije koju je robot prethodno
poduzeo i varijablu procjene o€itanja senzora dobivenu iz estimacije
trenutnog stanja. Te varijable stanja i mjerenja se ¢esto modeliraju kao
slu€ajne varijable koje se ponasSaju prema odredenoj f.g.v. koja je u
slu€aju Kalmanovog filtra Gaussova f.g.v. normalne razdiobe. Okruzenje
robota je dinamiCan sustav koji ima svoje unutarnje stanje. Robot je
opremljen senzorima kojima prikuplja informacije iz okoline, a pomocu
svojih aktuatora vrsi akcije nad tim okruzenjem Cime mijenja stanje tog
okruzenja, ali paralelno i vlastito uvjerenje o stanju tog okruzenja. Na
primjeru jednodimenzionalnog kretanja robota moze se vidjeti
vjerojatnosno modeliranje preciznosti informacije o polozaju robota (Slika
1). Primjer je pregled opcenitog pristupa primjene filtara u estimaciji
stanja procesa pa ne ilustrira primjenu nekog specificnog filtra kao sto je

to Kalmanov filtar.

A plx)

Slika 1: pomicanje f.g.v. uslijed pomicanja robota [2]



Na slici 1, vrijednost na osi apscisa nad kojom se nalazi najveca
vrijednost f.g.v. predstavlja najbolju estimaciju polozaja robota. F.g.v.
opisana crtkanom linijom predstavlja najbolju esimaciju pozicije robota x
u prethodnom trenutku. Zbog pomicanja objekta za Ax prema modelu
gibanja pomice se i f.g.v. jer u novom trenutku ¢e se robot nalaziti na
nekoj drugoj poziciji na kojoj bi se onda najvjerojatnije trebao nalaziti i

maksimum f.g. vjerojatnosti.

A I.")l'f.l' !

Slika 2: povecanje varijance f.g.v. zbog nesigurnosti modela [2]

Na slici 2, f.g.v. opisana punom linijjom predstavlja najbolju estimaciju
pozicije robota x u sljede¢em trenutku dobivenu na temelju dinamickog
modela gibanja robota i prethodne estimacije opisane crtkanom linijom.
Varijanca f.g.v. opisane punom linijjom se je povecala u odnosu na
varijancu f.g.v. opisane crtkanom linijom proporcionalno kretanju robota

zbog nesigurnosti modela procesa.



A }Jfl"j f.g.v. mjerenja
nova f.g.v. stanja

stara f.g.v. stanja

Slika 3: smanjenje kona¢ne varijance nakon

dobivanja nove informacije [2]

Nakon uzimanja mjerenja f.g.v. opisana crtkanom linijom prelazi u
novu f.g.v. na nacin da joj se smanjuje varijanca zbog nove informacije
koju nosi mjerenje, odnosno f.g.v. mjerenja (Slika 3).



1.Rekurzivno estimiranje stanja

Evoluciju stanja i mjerenja kroz vrijeme opisujemo vjerojatnosnim

zakonima. Stanje x, u vremenskom trenutku t ¢ée biti stohasticka
posljedica stanja x,_, u prethodnom trenutku. Buduce stanje u trenutku t

je uvjetovano svim proslim stanjima, mjerenjima i kontrolnim signalima

pa ga izrazavamo funkcijom gustoée uvjetne vjerojatnosti:

POX | Xog-1s Zyg g Usy) (1)

Pretpostavka je da objekt prvo vrsi kontrolnu akciju u,, a zatim
pribavlja mjerne rezultate stanja z,. Ako je stanje x kompletno onda je

ono dovoljan zbroj svega onoga Sto se je dogodilo u prethodnim
trenutcima. Kompletno stanje je stanje koje je najbolji estimator buduceg
stanja procesa, odnosno stanje kojemu nisu potrebni nikakvi podatci iz
proslosti kako bi donio precizniju odluku o buduéem stanju procesa.
Procesi Cija stanja su kompletna sukladno navedenoj definiciji [10] zovu
se Markovljevi procesi. Kako je u stvarnosti gotovo nemoguce dobiti
vrijednosti svih varijabli kojima bi najpreciznije procijenili budu¢nost onda
se u praksi najéescée radi o nekompletnim stanjima [10]. Uz pretpostavku
da je x kompletno stanje iz izraza (1) izbacujemo sve proSle kontrolne

signale u,,, i sva prosla mjerenja z,,, od trenutka 1 do t-1:

p(xt | Xot—1r Zyg1s ul:t) — p(xt | X1y ut) (2)

Ova osobina Markovljevih procesa se moze opisati terminom
uvjetna nezavisnost gdje je jedna grupa varijabli nezavisna u odnosu na

drugu ako su poznate vrijednosti treCe grupe varijabli. Jednadzba (2)



kaze da se stanje s vremenom mijenja pod utjecajem kontrolnog signala

u. Na slican nacin se moze rezultat mjerenja z, izraziti stohasticki ovisno
0 svim proslim stanjima (uklju€ujudi i stanje x,) te o svim dotadasnjim

kontrolnim signalima i mjerenjima:

p(zt | Xo:t’ Zl:t—l’ ul:t) (3)

Pod pretpostavkom da je stanje x; kompletno izraz (3) se moze

redefinirati kao:

P(Z, | Xops Zi 12Uy ) = P(Z, | X,) (4)

Jednadzba (4) opisuje vjerojatnosne zakone prema kojima su
mjerenja generirana stanjem x, . Robot iz uvodnog primjera ne moze
toCno saznati svoje pravo stanje, vec on posjeduje vlastito vjerovanje
(bel) [10] o svome pravom stanju. Distribucija vjerojatnosti vjerovanja je
predstavljena kroz uvjetnu vjerojatnost na nacin da je svakom moguc¢em
stanju pridruzena odredena vjerojatnost koja kaze koliko je vjerojatno da
je bas ono jednako stvarnom stanju. Te vjerojatnosti su uvjetovane svim

proslim mjerenjima i kontrolnim signalima:

bel (Xt) - p(xt | th'urt) ()

Slicno, moze se definirati vjerovanje robota uvjetovano istim

podatcima, ali bez zadnjeg mjerenja z;:

@(Xt) — p(xt | Lyt 1, u:L't) (6)

Jednadzba (6) se moze nazvati predikcija jer se njome predvida
stanje procesa na temelju aposteriorne vjerojatnosti iz prethodnog

trenutka bez uzimanja u obzir najnovije mjerenje z; . RaCunanje bel(x,) iz



bel(x,) se naziva korekcija koja se obavlja na temelju mjerenja z.

Rekurzivno estimiranje stanja je proces u kojem se za procjenu
trenutnog stanja koristi aposteriorna procjena iz prethodnog koraka.
Najopcenitiji algoritam za rekurzivnu estimaciju je Bayesov filtar dan

sljedecCim pseudokodom [10]:

Bayesov _ filtar(bel(x,_).u,.2,) -

za_sve_x, _radi_ sljedece

= / predikcija
bel(x,) = [ p(x, luy, x,,)bel (x,)dx,.,

‘ng(x:} = ?E?(Z[ | x::}a(x!} - " kDfEkCija
gotovo

vrati_bel(x,)

Ulaz u rekurzivni Bayesov algoritam je aposteriorna estimacija
stanja iz prethodnog koraka, akcija koju je robot napravio u trenutnom
koraku u; i mjerenje z; dobiveno u trenutku t nakon obavljene akcije u;. U
prvom izrazu unutar petlje estimira se apriorno vjerovanje robota u
trenutku t, ali bez uzimanja u obzir mjerenja z. Apriorna vjerojatnost
svakog moguceg stanja se raCuna na nacin da se u integralu zbrajaju
umnosci aposteriorne vjerojatnosti svih stanja iz koraka t-1 i uvjetne
vjerojatnosti da proces iz stanja X, uz akciju u; prelazi u stanje x;. Prvi
izraz unutar petlje je jednak jednadzbi (7) za opceniti sluCaj koja kaze
kolika je apriorna vjerojatnost p(x) ako uzmemo u obzir apriorne
vjerojatnosti svih mogucih pojavljivanja y te izraCunamo vjerojatnost

pojavljivanja x-a uz uvjet da se realizirao odgovarajuci y.

p(x) = [ p(x| y) p(y)dy @

Izraz (7) dolazi iz Bayesovog teorema (8):



P(AB) _p(BIA)P(A) _ p(B|A)p(A) (8)
p(B) p(B) j p(B| A)p(A)dA

A

P(A|B) =

U drugom izrazu unutar petlje se vrSi korekcija apriornog vjerovanja
S mjerenjem z; na nacin da se apriorna vjerojatnost svakog stanja x;
MnNoZzi s vjerojatnosti da je upravo to stanje generiralo mjerenje z,.. Nakon
Sto petlja prode po svim stanjima, funkcija vraca aposteriornu
vjerojatnost za trenutak t. Ta povratna vrijednost je uz akciju robota Uy U
trenutku t+1 i mjerenje dobiveno u stanju x.; ulaz u sljedeci poziv
Bayesovog filtra. Na taj nacin se rekurzivno poziva Bayesov algoritam s
ulaznim aposteriornim vjerojatnostima iz prethodnog koraka gdije Ce

rezultat poziva biti ponovno ulaz u sljedecu iteraciju.



2.Jednadzbe Kalmanovog filtra

Godine 1960. je R. E. Kalman opisao optimalno rekurzivno rjeSenje
linearnog filtriranja diskretnih podataka. Od tada je Kalmanov filtar
postao objekt iscrpnih istraZivanja u autonomnoj i potpomognutoj
navigaciji. Kalmanov filtar omoguéava efikasno izraCunavanje stanja
diskretnog linearnog procesa uz minimiziranje srednje kvadratne
pogreske pod pretpostavkom da je f.g.v. svih prisutnih Sumova
Gaussovog zvonolikog oblika te da su svi Sumovi bijeli. Dodatno moraju
vrijediti pretpostavke da su modeli procesa i mjerenja linearne funkcije te
da je aposteriorna f.g.v. Gaussova normalna razdioba. Filtar je
rekurzivan pa se nova mjerenja mogu procesirati odmah nakon
uzorkovanja. Takoder podrzava estimaciju proslih, sadasnjih i buducih
stanja Cak i kada nije poznat precizan model procesa. Ovdje c¢emo
predstaviti diskretni oblik Kalmanovog filtra koji je pogodan za
implementaciju na digitalnom racunalu (postoje i kontinuirani oblici

ostvarivi na digitalnom racunalu).

Kalmanov filtar rjeSava problem estimacije stanja xe R" procesa koji
se odvija u diskretnom vremenu (dalje u tekstu diskretni proces) prema

sljedecoj linearnoj stohastickoj jednadzbi:
X = A + Beuy +w 9)
Linearna stohasticka jednadzba dobivanja mjernih rezultata je:

z, =H.Xx +V, (10)



gdje vektor z e R™ predstavlja dobiveno mjerenje. x, je stanje procesa u
vremenskom trenutku k. Slu¢ajne varijable w, i v, predstavljaju procesni i

mjerni Sum. Pretpostavka je da su ta dva Suma bijeli Sumovi, medusobno

nezavisni Cija je f.g.v. jednaka funkciji gustoce normalne razdiobe:

p(w,) ~ N(0, Q). (11)
p(v,) ~ N(O,R,) (12)

U praksi je moguce da se kovarijantne matrice Qy i Rx mijenjaju u
svakom vremenskom trenutku, ali ¢e se pretpostaviti da su konstantne
pa ¢emo ih dalje oznaCavati kao Q, odnosno R. Matrica A, povezuje
stanje u trenutku k-1 sa stanjem u trenutku k u slu€aju nepostojanja
kontrolnog signala ili procesnog Suma. Matrica By povezuje opcionalni
kontrolni signal ueR' sa stanjem x, . Matrica Hy veliCine mxn povezuje

stanje x, sa mjernim rezultatom z, . U daljnjem tekstu Ce se pretpostauviti

da su matrice Ay, Bk i Hx konstantne. Sada ¢e biti opisan postupak

raCunanja stanja x u trenutku k. Neka je &,~ € R" apriorna estimacija

stanja u koraku k izraunata samo na temelju znanja procesa prije

trenutka k. Neka je &, eR" aposteriorna estimacija stanja u koraku k
izraCunata uz poznavanje mjerenja z, . Mogu se definirati greSke

apriorne i aposteriorne estimacije kao:

e; =Xy — )A(l;F (14)

Kovarijanca greske apriorne estimacije je dana sljedecim izrazom:

P = E[ek‘ek‘TJ (15)
10



Kovarijanca greske aposteriorne estimacije je:
P =Elere;] (16)

Aposteriornu estimaciju stanja je moguce dobiti kao linearnu
kombinaciju apriorne estimacije i otezane razlike dobivenog mjerenja i

estimacije mjerenja sljede¢im izrazom:

e =X +K, (z, —HX.) (17)

Razlika u gornjem izrazu se naziva inovacija te opisuje neslaganje
procijenjenog i dobivenog mjerenja. Matrica K veli¢ine nxm je izabrana
na nacin da minimizira kovarijancu greSke aposteriorne estimacije.
Matricu K je moguce dobiti tako da se izraz (17) ubaci u jednadzbu
oCekivanja kovarijance greske aposteriorne estimacije (16). Taj izraz se
zatim derivira po K, izjednac€i sa 0 i izvu€e se najbolja vrijednost matrice
K. Tako dobivena matrica jednaka je sljedecem:
P HT

K,=P,H'(HR,H  +R) = —X*
=RH(HR ) HR H™ +R

(18)

Gledajuci matricu K moze se zakljuciti da ¢e priblizavanjem
kovarijantne matrice mjernog Suma R nuli , matrica K postajati sve veca
tako da Ce davati veci udio inovaciji u izraunu aposteriorne estimacije.
To je razumljivo jer smanjenje matrice R znaci da je mjerni proces
sigurniji i da bi njegove rezultate trebalo jaCe uzeti u izraCun konac¢ne
estimacije stanja.

: g
F!:TO Kk =H (29)

11



S druge strane, ako se kovarijanca greSke apriorne estimacije
priblizava 0, matrica K Ce postajati sve manja i davati ¢e sve maniji udio
inovaciji u izraCunu aposteriorne estimacije. To je jasno jer ako je je P~
mala onda je to¢nost apriorne estimacija dobra i nije potrebno mjerenje
uzimati previse u obzir.

lim K, =0
R —0 K (20)
Kalmanov filtar u svakoj iteraciji azurira 1. i 2. moment

vjerojatnosne distribucije stanja:
E[x ]=%/ (21)

E[(xk — X, Xxk . )T J= P’ (22)

Aposterirorna estimacija stanja ¢e imati normalnu rspodjelu
gustoce vjerojatnosti ako se procesni i mjerni Sum ponasaju sukladno
normalnoj razdiobi. To znaci da se f.g.v. estimacije stanja u koraku k, uz

poznavanje mjerenja u koraku k, opisati sljede¢im parametrima:

p(xk | Z, ) =N(X, F) (23)

Kalmanov filtar procjenjuje (estimira) stanje procesa u nekom
vremenskom trenutku i zatim dobiva rezultat mjerenja poprac¢en Sumom.
Jednadzbe Kalmanovog filtra mozemo podijeliti u dvije grupe: jednadzbe
vremenskog osvjezavanja (predikcije) i jednadzbe osvjezavanja
(korekcije) mjerenjem. Prva grupa jednadzbi, npr. (9), raCuna apriornu
procjenu stanja u trenutku k iz procjena dobivenih u prethodnom trenutku
k-1. Druga grupa jednadzbi, npr. (17), raCuna aposteriornu procjenu
optimirajuci apriorni rezultat uvodenjem mjerenja. Jednadzbe prve grupe,

12



odnosno druge grupe se mogu nazvati procjenitelji, odnosno ispravljaci.
Zapravo se konacni algoritam diskrethog Kalmanovog filtra moze opisati
pomocu beskonacne petlje u kojoj se neprestano izmjenjuju obje grupe

jednadzbi s ciljem procjene trenutnog stanja procesa. Jednadzbe

vremenskog osvjezavanja su sljedece:
X, = AX,, +Bu (24)
P- =AP_,A" +Q (25)

Moze se vidjeti kako se gornjim jednadzbama procjene stanja
procesa i odgovarajuce kovarijance greske iz koraka k-1 projiciraju u

korak k. Druga grupa jednadzbi je dana sljedeéim izrazima:

K.,=P H"(HR H" +R)™ (26)
X'k =X +K, (z, —HX,) (27)
Pk+ = (I - KkH)Pk_ (28)

Prvo se izraCunava optimalna vrijednost matrice K prema gornjoj
jednadzbi. Zatim se provodi mjerenje trenutnog stanja procesa i dobiva

se z, . Uvodenjem dobivenog mjerenja u drugu jednadzbu dolazimo do

aposteriornog stanja. Zadnja jednadzba je izracun kovarijance greSke
estimacije aposteriornog stanja. Moze se vidjeti da ¢e konacCna
kovarijanca greSke biti manja od apriorne kovarijance jer smo uveli
mjerenje koje uglavnom povecava sigurnost procjene. Nakon jedne
iteracije gore navedenih jednadzbi, proces se ponavlja tako da je ulaz u
sljededu iteraciju k+1 zadnje izraCunato aposteriorno stanje i

aposteriorna kovarijanca greske &;, odnosno P,". Rekurzija Cini

13



Kalmanov filtar pogodnim za jednostavnu implementaciju jer uvjetuje
trenutnu procjenu stanja svim dotadasnjim mjerenjima. Kada su
kovarijance Suma procesa Q i mjerenja R konstante, tada Ce se

kovarijanca greske estimacije stanja P, i matrica K brzo stabilizirati i

ostati ¢e zauvijek konstantni.

3.Prosirenja Kalmanovog filtra (EKF)

EKF (eng. Extended Kalman filter) rjeSava slu€aj kada jednadzbe
procesa (9) i mjerenja (10) nisu linearne [10]. Posljedica nelinearnosti
jednadzbi procesa i mjerenja je sto sluCajne varijable dobivene
nelinearnom transformacijom vise nemaiju f.g.v. jednaku onoj kod
normalne razdiobe. EKF linearizacijom pokusava optimalno aproksimirati
Bayesovo pravilo i predstaviti aposteriornu f.g.v. Gaussovom normalnom
razdiobom. Problem je kada se stvarna aposteriorna f.g.v. stanja
znacajno razlikuje od normalne Gaussove (npr. ako je viSemodalna) jer
tada aproksimacija Gaussom nece biti dobra. Kod EKF-a se jednadzbe
lineariziraju oko estimacije stanja i kovarijance iz prethodnog koraka k-1.
Pomocu Taylorovih redova mozemo parcijalnim derivacijama nelinearnih
funkcija procesa i mjerenja linearizirati estimaciju stanja u k-tom koraku.

Uvodenjem nelinearnosti, jednadzbe ponaSanja procesa i mjerenja su

sljedece:
X = f(xk—l’uk’wk)’ (29)
Ly = h(Xk1Vk) (30)

14



Estimacija stanja u sljede¢em koraku k se moze dobiti pomocu
aposteriornog stanja iz koraka k-1, a zatim se ta dobivena estimacija

koristi u izraCunu mjerenja za korak k. To postiZzemo sljedeéim izrazima:

ik = f (X4, U ,0) (31)

z, =h(x,,0) (32)

Sljedecim jednadzbama lineariziramo estimaciju stanja i mjerenja

oko dobivenih vrijednosti iz izraza (31) i (32):
X = X + A (X — R ) FWw, (33)
Z, =7, +H(X =X ) +V,v, (34)

Xk | Xk.1 SU prave vrijednosti varijabli stanja. Ay je Jacobijeva matrica

parcijalnih derivacija funkcije f po varijabli x u trenutku k:

A dfy) (% _.,u,,0)
i1 = o Pk Yo (35)
Codxgy

W je Jacobijeva matrica parcijalnih derivacija funkcije f po varijabli w u

trenutku k:

df[i] .
W[i,j] = dT[_](Xk—l’uk ,0) (36)
j

V\ je Jacobijeva matrica parcijalnih derivacija funkcije h po varijabli v u

trenutku k:
Vi = F[‘](Xk ,0) (37)
J
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Sada se mogu definirati novi izrazi za greSke procjene:

€ = Xk — Xy (38)
€ = Lk — &k (39)
Uz pomo¢ gornjih izraza, mozemo izraze (33) i (34) redefinirati kao:

é‘xk ~ A(X g — X ) T & (40)
ézk ~ ngk + 17, (41)
gdje su ¢, | n, nove nezavisne slu€ajne varijable sa normalnim f.g.v.:

p(&.) ~N(OW,QW,") (42)

p(7,)~N(O,V,RV,") (43)

Jednadzbe (40) i (41) su linearne i moguce je sada pomocu razlike

mjerenja €, izraCunati procjenu greske €, . Zatim se ta procjena greske
(é,) moZze iskoristiti u jednadzbi (38) za izraCun aposteriori procjene

stanja originalnog nelinearnog procesa (44):

X =X +€ (44)
p(€, )~N(O, E[EXk e, ]) (45)
Sljede¢om jednadzbom odredujemo procjenu greske &, :

e, = K€, (46)

Nakon ubacivanja (46) u (44) i koristenja (39) dobijemo sljedece:
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R, =X, + Kk'e“Zk =X, +K,(z, - Z,) (47)

Uz jednadzbu (31) koja kod EKF-a €ini grupu vremenskog
osvjezavanja estimacije stanja tu joS pripada i jednadzba za estimaciju

kovarijance greSke estimacije:

ISk = Akpk—lAtI +WkaWkT (48)
Matricu K raCunamo na sljedeci nacin:

Ky = RH{ (HRH{ +VRV)™ (49)
Jednadzbe osvjezavanja mjerenjem kod EKF-a su:

)A(k = ik + Ky (Zk - h(ik ,0)) (50)

P, =(l _Kka)ﬁk (51)

Kao Sto se i moze vidjeti, EKF nakon linearizacije zadrzava ista
svojstva kao i obi¢an diskretni Kalmanov filtar. | kod EKF-a postoje dvije
grupe jednadzbi gdje se u prvoj grupi estimira stanje u koraku k na
temelju aposteriori estimacije iz prethodnog koraka k-1. Zatim se i u

EKF-u koristi mjerenje z, kako bi se poboljSala apriori estimacija X, .
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4.Primjene za pracenje prometnog traka

4.1. Estimacija pozicije prometnog traka

Projekt Goldbecka i ostalih [11] opisuje problem detekcije
prometnog traka za potrebe autonomne voznje autom. Kako bi voznja
bila sigurna €ak i na zavoijitim i grbavim cestama potrebno je poznavati
stanje auta i geometriju traka sa visokom preciznoScu i pouzdanoScu.
Sustav senzora koji je koriSten u [11] se sastoji od video kamere koja
shima vidljive bijele ili Zute linije traka te visoko preciznog satelitskog
sustava koji odreduje poziciju auta. Dobiveni podatci se radi toCnosti
usporeduju sa pouzdanom digitalnom mapom. Projekt je nastao na
inicijativu Volkswagena i njegov cilj je precizno detektirati i zatim pratiti
prometni trak u kojem se nalazi auto kako bi se preciznije odredila
pozicija auta na cesti za potrebe autonomne voznje. Preporuka za
sigurnu kontrolu autonomnog upravljanja je da preciznost informacije o
poziciji auta generira greSku reda veliCine najviSe nekoliko centimetara.
Video kamera u sustavu snima crno-bijele slike te je postavljena iza
vjetrobranskog stakla. Ona dobiveni video signal Salje PC-u na obradu u
stvarnom vremenu. Detekcija traka se u [11] bazira na estimaciji
parametara predlozenog modela traka. Posebna paznja je posvecena
pronalasku toCaka koje odgovaraju linijama traka za potrebe procesa

estimacije parametara modela.

Vazna komponenta kod video detekcije pra¢enja traka je modeliranje
ceste Cime se analiza ceste prebacuje na analizu modela. Model kojim je
u [11] opisana horizontalna zakrivljenost traka, odnosno paralelnih linija

traka je aproksimacija klotoida polinomom tre¢eg reda (52):
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B X2 X3
YE(XE):kE+Ch,o7E+Ch,1?E (52)

Parametar x. =(X.,Ye,Z.)" uizrazima (52) i (53) predstavlja toCku u
Zemljinom 3D sustavu Cije je ishodiSte projekcija centra straznje osovine
auta na Zemljinu povrSinu dodatno pomaknuta prema srediStu traka. Os
Xe pokazuje prema naprijed (ispred auta), os Yg u lijevu stranu (lijevo od
auta), a os Zg prema gore (iznad auta). Parametar k je jednak +1 za
lijevu liniju traka, odnosno -1 za desnu. B predstavlja Sirinu traka, cy o je
horizontalna zakrivljenost ceste, a cy,; je procjena promjene horizontalne
zakrivljenosti ceste. Vertikalna zakrivljenost ceste je opisana slicno (53):

X2 X2

ZE(XE):CV,O7E+CV,1? (53)

Parametar c, o predstavlja vertikalnu zakrivljenost ceste, a c, ;

promjenu vertikalne zakrivljenosti ceste.

Kako bi se 3D model precizno preslikao u 2D sustav slike potrebno
je izvrsiti nekoliko geometrijskih preslikavanja izmedu sustava. Kako bi
se saznala pozicija toCke %, u 3D koordinatnom sustavu auta potrebno je
translatirati te zatim rotirati sustav auta tako da se poklopi sa osima

Zemljinog 3D sustava (54):
Xv =Ry (XE _va)
Rey = RxE RYE RzE (54)
va = (O’YEV ,0)
Nakon Sto je dobivena pozicija toCke u sustavu auta potrebno je

dovesti toCku u sustav kamere. To se radi translacijom, odnosno
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rotacijom toCke za pan kut y,. oko Z, osi auta, za tilt kut «,. oko osi Y, te

zaroll kut »,. oko X, osi (55):
Xc =Ry (Xy _fvc) (55)

Parametri t,. = (Xyc,Yoe  Zwe)' | (he e We)" SU tzv. vanjski parametri

kamere koji moraju biti odredeni ekstrinzicnom kalibracijom kamere.
Ubacivanjem (54) u (55) dobije se (56):

— —

)_(C = va REV )_(E - va REVtEV - vatvc (56)

Za male kuteve linearizirane matrice su sljedece (57):

1 bye  —aye
Ryc = | —tve 1 Yve
@yve T YvC 1
1 Upy  —apy
Rpy = | —tpy 1 YEV
gy ~YEV 1
Ree = RieRey (57)

Pod pretpostavkom da je produkt dvaju kuteva rotacije puno maniji

od 1, matrica rotacije Regc se pojednostavljuje (58):

l Yye + Yev —(aye + agy)
Rec = | — (e + tpy) | Ye T Yev
tye T Qpy —(we T Yev) l
(58)
va t#\/c = rﬁvc (59)

Ubacujuci (57) 1 (58) u (56) uz primjenu (59) dobije se:
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Xe=Xg +(We Tve e — (e + g )Ze =W +¥er Ve —Myve (60)
Yo =W +¥e ) Xe +Ye + (N + 78y )Ze —Ye —M\c (61)
Ze = (e +ogy )Xe — (e +7e We +Ze + (e + 70 Wey —M,\c (62)

Nakon Sto imamo toCku x. u sustavu kamere tada jednostavno

centralnom projekcijom dobivamo 2D koordinate (x,y) na slici (63):
Y WA
x=F.~—~+¢, y=F=5 +¢,
Xc T AXe
(63)

Parametri F, i Fy, oznaCavaju zariSne duljine, a ¢, i ¢, su koordinate
centra slike. Navedeni parametri se odreduju intrinzicnom kalibracijom
kamere. Ubacujuéi (52), (53), (60)-(62) u (63) dobije se (64):

v = (X D)
) E-P (65)

Vektor p=(B,C,,,Ch1,Cr0,Cois ey Xey» Yev Wy ) Predstavija parametre

modela koje je potrebno estimirati. Zamjenom parametara u (65) dobije
se (66):

Xg = hiy.p)

E V. P (66)
Stavljanjem (66) u (64) imamo (67):
x = g(y.p) (67)

Sa (67) je dobivena konaéna relacija pomocu koje se ukoliko je

poznat vektor p jednostavno odredi koordinata x svih toCaka lijeve i
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desne linije traka za odgovarajuci y. Primjena Kalmanovog filtra je
upravo kod estimacije vektora . Buduéi da sustav ne koristi neke

dodatne podatke kao Sto su kut zaokreta volana i sl. koristen je

jednostavni dinamicki model sustava (68):

]_jﬁ.'—l = ¢ﬁ:ﬁi: T lﬂﬁ:ﬁﬁr (68)

0 1 wAf 0 0 0 0 0 0
0 0 1 0 0 00 0 0
0 0 0 I wlAfeey 0 0 0 0
®,=|0 0 0 0 1 00 0 0

1. T
=k i+1

00 0 0 0 0 1 0 0

0 0 0 0 0 0 0 1 0
L0 0 0 ] 0 0o 0 0 1 _ (69)
lqﬁ:ﬁﬁ: =0

(70)

Izraz (68) je klasicni oblik linearnog diskretnog Kalmanovog filtra
gdje apriorna estimacija stanja (p,,,) u sliede¢em koraku ovisi o
aposteriornoj estimaciji u prethodnom koraku p, i aktualnom
upravljackom signalu G, . Matrica (69) opisuje dinamicko ponasanje
sustava, odnosno tranziciju sustava kroz diskretne vremenske trenutke
k. U (69) v je brzina auta u smjeru Xg 0si, a At je vremenska razlika
izmedu dviju uzastopnih slika. 1zraz (70) je jednak nul vektoru jer se u
sustavu ne koristi upravljacka informacija. Buduéi da je preslikavanje 2D
mjernih podataka iz 3D toCaka okoline nelinearna relacija tada je za

dobivanje mjerenja potrebno primijeniti EKF. EKF na osnovi minimalne
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srednje kvadratne pogreske estimira optimalan vektor p kroz predikciju i

korekciju. Pod pretpostavkom da su vremenski invarijantan sustav auta i

proces mjerenja podlozni Sumu konacne jednadzbe su (71) i (72):

ﬁﬁ.‘—l = fﬂ-{ﬁf- ﬁﬁr} + Eif-.' (71)
X, = _'{"-f} + F.

W g}. p!-. oK L (72)
)i(k = gk(ﬁk, _.k) (73)

U (71) i (72) slu€ajne varijable g i ¥ opisuju Sum dinamickog
sustava, odnosno mjerenja. Relacija (72) se linearizira oko vrijednosti

(73) pravcem Ciji se smjer dobije izraCunavanjem Jacobijeve matrice
(74):
d . . .
Ci == —glp.y)
ap I
(74)
Na pocetku estimacije u trenutku t,_, moraju biti poznati vektor p,_,

| kovarijantna matrica P,_,. Apriorno stanje sustava se u trenutku t, ,

estimira pomocu (68), a kovarijantna matrica sustava pomocu (75):
Pi.i = &P, +Q,
k+1 EL R Q!-. (75)

U (75) matrica Q opisuje kovarijantnu matricu Suma dinamickog
sustava. Uzimanjem mjerenja (%,y),.,, U obzir vrSi se korekcija nad
apriornom estimacijom stanja sustava te se dobiva odgovarajuca

aposteriorna estimacija (76):

ﬁﬁ:—l = ﬁﬁr—l + KI:—I{iﬁ.'—I - éﬁ:—ll{ﬁﬁ:—l" glﬁ.'—l}} (76)
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Mjerne toCke su dobivene na nacin da se na slici traze pozicije
gradijenata koji su posljedica razlike sivih tonova linija traka i povrsine
ceste. Slika se podijeli na linije (Cija je medusobna udaljenost konstantna
u Zemljinom 3D sustavu) u kojima se vrsi izradun gradijenta. Sirina i
maksimalna udaljenost linija je odredena varijancom apriorne estimacije
parametara. Sto su varijance manje to su linije uZe jer se moze jage
vjerovati apriornoj estimaciji. Na poziciji centra svake linije gradijent se
racuna pomocu dvije neparalelne derivacije ulazne slike u smjeru
okomitom na estimirano pruzanje traka. Medu svim dobivenim
gradijentima trazi se toCka Ciji je gradijent najbolji s obzirom na
amplitudu, orijentaciju i poziciju na slici. Ta to€ka se zatim koristi u

postupku korekcije mjerenjem kao mjerni podatak.
Aposteriorna kovarijantna matrica P dobiva se izrazom (77):

Proy = Pio) — Kis Cie Py (77)

U (76) i (77) matrica K je izraCunata kao (78):

K. = ﬁﬁ.——lc.IJ:.—ﬂcx:—lﬁi——ICIIJ:.—I T Rﬁ?"}_l (78)

U (78) matrica Ry.; je kovarijantna matrica Suma mjerenja. Nakon
estimacije svi dobiveni rezultati i sami model sustava dobivaju ocjenu

pouzdanosti s obzirom na kovarijantnu matricu P.
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4.2. Estimacija razdiobe vjerojatnosti pravocrtnih segmenata linije
traka

Primjer primjene za pracenje prometnog traka se nalazi u [8] gdje
su Wang, Bai i Fairhurst predstavili robusnu metodu za detekciju i
pracenje prometnog traka. Na pocetku [8] se pokuSavaju estimirati
parametri modela prometnog traka, a zatim taj estimirani model
inicijalizira Cesticni filtar pomocéu kojega se prati prometni trak. Model
linije prometnog traka je opisan jednadzbom hiperbole (79) kojoj je
kasnije pridodan nelinearni Clan kako bi se model uspjeSno nosio s
varirajuéom zakrivljenoS¢u ceste. Linije prometnog traka su na slici

predstavljene parom hiperbola (79):

u-—u, :a(v—vH)+V_VH (79)
U gornjoj jednadzbi (u,v) su koordinate toCaka linije prometnog
traka, b ovisi o zakrivljenosti ceste u 3-D okolini, (uy,vy) je pozicija
sjeciSta asimptota hiperbola na horizontu, a a predstavlja inverznu
tangentu asimptote lijeve linije ako je a pozitivha (a;), odnosno desne
linije ako je negativna (a;). Zbog jednostavnosti obje tangente c¢emo
oznacCavati sa a. Parametar u predstavlja apscisu 2-D koordinatnog
sustava slike, a v ordinatu, odnosno S$irinu i visinu slike. Navedene
parametre modela (uy, vy, &, b) je potrebno estimirati na temelju
eksperimentalnih slika. Kalmanov filtar, odnosno ideja Kalmanovog filtra
u [8] je uvedena kod estimacije parametra vy. Trazenje koordinate v
to¢ke (un,vh) koja se nalazi na horizontu jednako je trazenju pozicije
horizonta jer je horizont zapravo horizontalna linija na kojoj se nalaze

toCke nestajanja (toCke nedogleda). ToCka nestajanja je mjesto na

25



horizontu gdje se sijeku sve medusobno paralelne linije. Poziciju
horizonta je moguce pronaci na nacin da se prvo pronadu toCke
nestajanja (eng. vanishing points) te da se kroz njih optimalno provuce
pravac horizonta s najmanjom greSkom odstupanja. ToCke nestajanja
kojima Ce se optimirati pozicija horizonta ¢e biti nedogledi paralelnih

segmenata linija prometnog traka.

i -
\. A\ P -~
I ¥ \ x/ -
1™ -~ -
Y _._’_,-"' -
N I | I IS N S ... S P
N1 N2
\ - tocka nestajanja M2
e - h""\-\..
g
i e
Fi "H-LH
I . et
/ tocka nestajanja M1 g
.f HH.,
) e
/ -
f__.-’ )

Slika 4: horizont na kojemu se nalaze dvije toCke nestajanja za dvije grupe
medusobno paralelnih pravaca [9]

Kako bi se toCke nestajanja preciznije odredile slika se dijeli na
horizontalne pruge jednake Sirine. Na taj nacCin Ce jako zakrivljeni
segmenti ceste u svakoj pruzi biti priblizno pravocrtni. Zatim se u svakoj
pruzi pronadu svi pravocrtni segmenti te se svrstaju u segmente lijeve,
odnosno desne linije traka ovisno 0 geometriji i 0 vjerojatnosti koja se
dobije primjenom cirkularnog modela (80) . Nakon toga se pomocu
parova pravocrtnih segmenata (iz lijevog i desnog prometnog traka)

estimiraju toCke nestajanja (Slika 5).
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VP(!J;{,U}{) Vpo VP] VP,'

Horizon Line

Vi } The ith image segment

V1

W - The first image segment

Road boundary

Slika 5: podjela slike ceste na horizontalne pruge, prikaz horizonta, sjecista

asimptota na horizontu te hiperbola koje modeliraju linije traka [8]

Cirkularnim modelom (80) se nastoje generirati primjerci za ucenje
kojima bi se naucila vjerojatnost da li je odredeni pravocrtni segment dio
linije traka. Ta vjerojatnost se temelji na poziciji segmenta i njegovom
gradijentu. Pomocu cirkularnog modela generiraju se tocke linija
prometnog traka uz prethodno poznavanje pozicije i polozaja kamere,
intrinziCnih i ekstrinzicnih parametara kamere i parametara ceste. U (80)
y =-1 zalijevu liniju, a y =1 za desnu liniju traka, f je ZariSna duljina
kamere, d, i d, su Sirina i visina piksela, e, = f /d, je horizontalna ZariSna
duljina u pikselima, e, = f /d, je vertikalna ZariSna duljina u pikselima,
(u,,v,) je pozicija centra slike, z, je visina kamere, x, je boCni odmak
kamere od centra traka, ¢ je yaw kut kamere relativno prema osi traka,
a je pitch kut kamere relativno prema ravnini zemlje, W je Sirina traka i
Co je zakrivljenost ceste. Izraz (80) je konzistentan sa modelom (79).

Derivacijom (80) po varijabli v, dobije se gradijent (81).
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u, :eu{ ©2Co | MI2-% (v, -V, +eva)+¢}+uc (80)

2(v, -V, +e,a) e,Z,
dv, 2(v, —v, +e,)° &, 2

Svaki od spomenutih parametara cirkularnog modela se uzorkuje iz
empirijski utvrdenog raspona. Za svaku grupu uzorkovanih parametara

model (80) generira toCke u, i gradijent g, za svaku od pruga na slici €ija

je pozicija v, . 1z tako generiranog skupa toCaka formiraju se oCekivanja

u, i g,, odnosno varijance o°(u,) i o’(g,) za svaku v, . Intervali

[0 —o,),0, +o@u)] i [g, -0(g,). 9, +o(g,)] su intervali povjerenja. Svaki
pravocrtni segment pronaden u nekoj pruzi na slici se rasporeduje u
lijevu ili desnu grupu ovisno o tome da li se koordinate u; i u, njegovih
krajnjih toCaka (u4,vy) i (uz,V2) obje nalaze unutar odgovarajucih intervala

povjerenja za tocke v;, 0dNOsSNO V,.

Nakon Sto su svi potencijalni pravocrtni segmenti svrstani u grupe,
odredi se za svaki par lijevog i desnog segmenta i-te pruge sadrzZa;
vektora x; = (u;u,;,9,;,9,;)" . Parametri g,; i g,, predstavljaju gradijente na
mjestima gdje segmenti presijecaju centralnu liniju i-te pruge.
Vjerojatnosna distribucija vektora x; odredena srednjom vrijednoScu x; i
kovarijantnom matricom C, racuna se na temelju uzoraka dobivenih iz

(80). Zatim se raCuna Mahalanobisova udaljenost d (82) vektora x; od

srednje vrijednosti x.. SjeciSte samo onih parova segmenata Cija je

Mahalanobisova udaljenost manja od nekog zadanog praga se smatra
potencijalnom to¢kom nestajanja i-te pruge. Medu svim tako dobivenim
kandidatima se prema zadanom kriteriju odabire samo jedna toCka

nestajanja za i-tu prugu. Nakon sto su odabrane toCke nestajanja za
28



svaku prugu, pomocu M-estimatora se kroz te toCke propusti

najoptimalniji pravac horizonta.
d= (Xi o )_(i )T C;il (Xi o )_(i) (82)

Prethodno opisani postupak ne uzima u obzir rezultate detekcije
toCaka nestajanja iz susjednih pruga Sto moze dovesti do
nekonzistentnosti s rezultatima u sljedecoj pruzi. Zato se kod uspjesnijin
inacica koristi Kalmanov filtar kojim se propagira vjerojatnost iz (i-1)-te
pruge u i-tu prugu da je odredeni pravocrtni segment iz i pruge dio linije
prometnog traka. Funkcija gustoCe vjerojatnosti u i-toj pruzi se modelira
kao mjeSavina n; unimodalnih Gaussovih funkcija gustoce vjerojatnosti
(dalje u tekstu f.g.v.) na sljedeci nacin:

fi(a): pi jnila)( {Wj'iK(a;luj,i’zj.i)} (83)

=1,...) ni

a=(u,g) (84)

Parametar u kod (84) predstavlja sjeciSte promatranog pravocrtnog
segmenta i-te pruge sa centralnom linijom i-te pruge, dok je g iznos
gradijenta u toj tocki sjecista. Svaka od Gaussovih f.g.v. je jednaka

sljedecem:

K‘(a;,uj,i’zj,i) = 1 1/2 Xexp{__l(a_lujri)-r ZIlI (a_lu“)} (85)
(2m) "z, | 2

U jednadzbi iznad (83) w;, je tezina j-te f.g.v., a x;; i £,; su njena
srednja vrijednost, odnosno kovarijanca. p; je konstanta, a d je dimenzija

f.g.v. Kako bi mogli primijeniti postupak Kalmanovog filtra svakoj f.g.v.
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dodajemo g, (druga derivacija u; pov;) i (vu); (v koordinata linije
nestajanja). Pomoc¢u Kalmanovog filtra se vjerojatnosti, da je odredeni
pravocrtni segment dio prometnog traka, propagiraju od najnize pruge na
slici prema najvisoj. Prva faza u primjeni Kalmanovog filtra je predikcija
apriornih gusto¢a vjerojatnosti (i+1)-te pruge na temelju aposteriornih

gustoca vjerojatnosti i-te pruge. Predikcija se vrsi na sljedecée nacine:

fi (‘Z): Pia ij}aﬁ {Wj,i’f(a;ﬁj,iﬂ’ii.iﬂ)} (86)
~ . H§ . 100 [lj,i+1
Hiig =51 = 010 gjm (87)
gj,i+1 = F(k)sj,i (88)
(Vi) jia =) (89)

17 I (1—i(1—1)j

In g In g y/j

Fky=l0 1 #(1—%) (90)

0 0 i

B
s
) =_{(vi - (V) )J _{(vmax - (V) )JS 1 (92)
T T

U izrazima (86)-(89) moze se vidjeti kako se izraCunavaju apriorne
vjerojatnosti Gaussovih f.g.v. u (i+1)-0j pruzi na temelju aposteriornih

gustoca Gaussovih f.g.v. iz i-te pruge. Takoder se osvjezavaju i
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parametri v, te g . Parametar T je $irina jedne pruge. Apriorna

estimacija kovarijance j-te f.g.v. dana je sa:

~

> .. =HP. . H +R (93)

Ji+l i+l

R je kovarijanca Suma pri mjerenju.

. s,
Piia = FOPF(K)T = F(k)L R JF(k)T (94)

9j.i

U (94) se vidi kako se kovarijanca j-te f.g.v. u (i+1)-0j pruzi osvjezava

kovarijancom j-te f.g.v. iz i-te pruge preko varijable P.. . Postoje dvije

Ji+l "
skupine f.g.v., jedna je za estimaciju gustoce vjerojatnosti lijeve linije

traka, odnosno desne linije traka.

Kod osvjezavanja mjerenjem svi pravocrtni segmenti su
potencijalni mjerni podatci za osvjezavanje f.g.v.. Pravocrtni segment se
smatra valjanim mjerenjem za j-tu f.g.v. ako je njegova Mahalanobisova

udaljenost manja od nekog praga y (95):
SRj,i+l = {a | (a _ﬂj,m)T i},lm(a _:uj,i+1) < 7} (95)

U sluCaju da je viSe pravocrtnih segmenata valjano za j-tu f.g.v. tada se

ta f.g.v. duplicira za svaki od tih segmenata.

Osvjezavanje mjerenjem mijenja tezinu w, ., j-te f.g.v. nakon

prikazivanja mjerenja « na sljedeci nacCin:

~ _ Wj,i+l
i = Wiy (%6)
Wi =W {La L, Lhistory}(j’ i +1) (97)
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k(o 0,20, @ko_ je_a_valjan

L, (Ji+1)= (98)

)" |§ — ©Xp(-2.0), inace

jii+l |
L, (98) ocjenjuje vjerodostojnost trenutnog pravocrtnog segmenta koji se
Ispituje.

e _ ((VH )j,i+1 _VVPM )2
Ly (i +D) =1 %® (202

exp(—0.5), inace

} ako_D(a,VP,,)<e
(99)

Ly (99) procjenjuje vjerodostojnost linije nestajanja gdje je
D(a,VP,,) euklidska udaljenost izmedu toCke nestajanja VP;., i uzorka o,

v, je v koordinata od VP4, a o, je standardna devijacija pozicije linije

nestajanja koja je u [8] postavljena na 20 piksela. Svrha L, je da
naglasava one f.g.v. Cija je v koordinata linije nestajanja (horizonta) blizu

v koordinate zadnje detektirane toCke nestajanja VP.

0.1, ako_ng, . <0.1n.,,

. . | F
Lhistory(J’ I +l) = %w’ akO_O'lnmax < Nyyrvival < Minax (100)

1, ako_n (>N

surviva

Pomocu Lyisiory (100) se naglasavaju f.g.v. proporcionalno broju
pruga kroz koje su propagirane gdje ngunivas Sadrzi broj propagacija.
Racunanje apriornih f.g.v. i kasnije njihovih aposteriornih ekvivalenata se
vrSi rekurzivno kroz svaku sljedecu prugu gdje se apriorne f.g.v. iz i-te
pruge racunaju na temelju aposteriornih f.g.v. iz (i-1)-te pruge.
ZavrSetkom propagacije Kalmanovim filtrom moguce je u svakoj pruzi
estimirati gustoCu vjerojatnosti segmenata linija traka pomocu izracunatih

aposteriornih f.g.v. Pomocu dobivenih f.g.v. jednadzba (83) sada moze
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preciznije vrednovati svaki od uzoraka u pruzi kako bi konacna toCka
nestajanja za tu istu prugu bila odredena onim pravocrtnim segmentima
koji zaista i jesu dio linija traka sa najvecom vjerojatnosti. To preciznije
odredivanje toCaka nestajanja Ce onda rezultirati preciznijom pozicijom
horizonta. U [8] je takoder umjesto Cesticnog filtra upotrijebljen EKF za
detekciju prometnog traka u sljedu slika. UoCeni su neki problemi kod
EKF-a gdje on u fazi osvjeZzavanja mjerenjem nastoji optimizirati
predikciju polozaja traka neispravnim mjernim podatcima, tj. podatcima
koji nisu dio linije prometnog traka. Takoder kad auto prelazi u susjedni
trak EKF se Cesto izgubi ili jako sporo konvergira prema pravoj estimaciji.
Kod praéenja traka sa EKF-om bilo je potrebno oko 4 puta viSe
ponovnog izraCunavanja modela traka (nakon Sto detekcija krene
nepovratno u krivom smjeru potrebno je proces detektor ponovno
pokrenuti sa preciznijim podatcima), nego Sto je bilo potrebno kod

detekcije sa Cesticnim filtrom.
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Zakljuéak

Cesto je potrebno procijeniti pravo stanje nekog procesa na temelju
nesigurnih i nepotpunih mjerenja koja sadrze Sum. Uz mjerni Sum postoji
| procesni Sum zbog kojeg proces ne zavrsi toCno u onom stanju koje je
predvideno samim modelom procesa. Jedan od alata za estimaciju
stanja procesa je Kalmanov filtar temeljen na poznatom modelu procesa
I mjerenja. Kalmanov filtar je optimalan u slu€aju kada je razdioba
vjerojatnosti stanja u kojemu se proces nalazi u nekom diskretnom
vremenskom koraku jednaka Gaussovoj razdiobi. To znaci da je
razdioba unimodalna, odnosno da ima samo jednu izrazenu hipotezu o
mogucem stanju procesa. Optimalnost takoder ovisi o pretpostavci da je
trenutno stanje linearno ovisno o prethodnom stanju te da je mjerenje
linearno ovisno o trenutnom stanju. Ukoliko su navedeni uvjeti
zadovoljeni Kalmanov filtar za takve procese daje najbolje moguce
rezultate. Ako su modeli procesa nelinearni onda se raznim tehnikama
poput EKF-a pokuSavaju optimalno linearizirati uz prisutnost neizostavne
aproksimacijske greske. Linearizacija je onoliko ispravna koliko je
stvarno ponasanje procesa moguce opisati Gaussovom razdiobom jer u
slu€aju aproksimacije viSemodalnog procesa unimodalnom razdiobom
estimacije su naj¢esSc¢e netoCne. Prednost Kalmanovog filtra je
rekurzivnost jer nije potrebno pamtiti sva prethodna mjerenja, vec se u
trenutnoj iteraciji koristi samo najbolja estimacija prethodnog stanja
procesa koja je rekurzivno odredena na temelju svih prethodnih
mjerenja. lako navedena ograni¢enja Kalmanovog filtra suzavaju mogudi
prostor primjene, dobiveni su zadovoljavajuéi rezultati za vec€inu
zanimljivih i korisnih procesa poput upravljanja objektima u avionskoj i

automobilskoj industriji.
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Sazetak

U ovom radu je opisan Kalmanov filtar, alat kojim se poku$ava
precizno estimirati to€no stanje procesa na temelju poznatog modela
procesa i niza nepotpunih i neto¢nih mjerenja. To je vrsta rekurzivnog
diskretnog filtra koji za optimalnost rezultata pretpostavlja linearnost
procesa i mjerenja, Gaussovu razdiobu ponasanja procesa te
medusobno nezavisne Gaussove bijele Sumove procesa i mjerenja.
SljedecCe stanje procesa se estimira na temelju estimacije prethodnog
stanja. U uvodu rada je predstavljen primjer uporabe Kalmanovog filtra, u
sljede¢em poglavlju je opisana rekurzivnost filtra i njen doprinos
jednostavnosti uporabe i implementacije filtra. Zatim je detaljno opisan
diskretni oblik Kalmanovog filtra uz pregled odgovarajucih jednadzbi.
Nakon toga je obraden prosSireni Kalmanov filtar EKF za rad sa
nelinearnim procesima. Na kraju je opisan znanstveni ¢lanak gdje je

Kalmanov filtar koristen u detekciji prometnog traka.
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