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1. Uvod

Simbolicka regresija je pronalaZenje matematickog izraza koji najbolje opisuje ulazne
primjere. Za razliku od "obiCne" regresije, simbolicka regresija ne pretpostavlja mo-
del, odnosno prema [1], simboli¢ka regresija je slucaj regresije u kojem model nije
definiran prije postupka pronalazenja tj. osim parametara modela trazi se 1 sam model.

U ovom seminaru opisuju se nacini ostvarivanja simbolicke regresije na raCunalu.
Kao uvod daje se jednostavan primjer u kojem se pojavljuje osnovna terminologija
vezana za temu, a koja se koristi i u daljnjem tekstu. Opisat ¢e se raCunalne metode
koje se danas koriste za ostvarivanje simbolicke regresije s naglaskom na genetsko
programiranje. Pokazat Ce se dva pristupa koja mogu poboljsati simbolicku regresiju
(pretpostavlja se koriStenje genetskog programiranja). Ukratko ¢e se dati ideje koje
mogu ubrzati simboli¢ku regresiju pomocu paralelizacije algoritma. Na kraju, kao
motivacija za daljini rad na ovom podrucju, dati ée se primjer koriStenja simbolicke

regresije u praksi.

1.1. Simbolicka regresija

Sve do nedavno simboli¢ku regresiju provodili su iskljucivo ljudi na temelju vlastite
intuicije i iskustva. Ako se malo bolje pogleda, pretpostavljanje modela od strane
covjeka zapravo je simbolicka regresija. Kao takva, simbolicka regresija se ne moze
implementirati na racunalu zbog toga $to problem nije matemati¢ki dobro definiran.
Definicija simbolicke regresije ne govori niSta o tome kako se pronalazi matematicki
izraz i isto tako ne govori o tome $to znaci da matematicki izraz dobro opisuje ulazne
primjere.

Ulazni primjeri za simboli¢ku regresiju su parovi ulaznih i izlaznih vrijednosti
funkcije. Formalno se to moze zapisati kao: {x;, v;}, gdje je i indeks pojedinog ulaz-
nog primjera: ¢ = 1...N, pri ¢emu je N ukupan broj primjera, a x; predstavlja ulazne
parametre funkcije zapisane pomocu vektora (ako se radi o funkciji viSe varijabli).

Za skalarnu funkciju jedne varijable ulazni primjeri mogu biti parovi realnih bro-



jeva: {{0,0},{—1,1},{1,1}}. Neka se za ove ulazne primjere provodi simbolicka
regresija. Za ovaj primjer pretpostavlja se koriStenje samo elementarnih matematic-
kih funkcija i operatora +, —, /, . Potrebno je jo§ odrediti na koji nalin se mogu
ocjenjivati dvije matematicke funkcije tj. odrediti koja je bolja. Jedan nacin za to je

koriStenjem srednje kvadratne pogreske:

1 N
5 2 b))’ (1.1)
=1

gdje je h matematicki izraz dobiven u nekom koraku pretrazivanja. Pitanje koje
se sada moZe postaviti je: Koja je najbolja matematicka funkcija koja opisuje zadane
ulazne primjere? Naravno, rjeSenje ne mora biti jedinstveno, jer ako vise funkcija daje
istu minimalnu pogresku, tada su sve te funkcije najbolje (bolje od drugih). Kao Sto
se moZe naslutiti ovo je veoma teZak racunarski problem i on se ne moZe rjeSavati kla-
sicnim pristupom tj. pretraZivanjem svih mogucih matematic¢kih funkcija koje mogu
nastati iz funkcija i operatora koji su pretpostavljeni. Za dani ulazni primjer jedna od
moguéih matematickih funkcija je h(x) = = - . Pogreska za ovu funkciju je 0, a
kako pogreska ne moZe biti manja od 0, zakljucujemo da je ta funkcija najbolja. Istu
pogresku daje i funkcija h(z) = abs(x) i prirodno se postavlja pitanje koja je bolja.
To se ne mozZe odrediti iz podataka te su ove dvije funkcije jednako dobre. U praksi
se Cesto dogada da matematiCki izrazi postaju jako komplicirani (njihov zapis je jako
dugacak). Zato je ponekad u pretraZivanje potrebno uvesti pristranost kako bi se kraca
rjeSenja mogla preferirati u odnosu na onda dulja. Iako se ovaj problem moZze rijeSiti
i uvodenjem regularizacije, tj. da se u raCunanje pogreske uvede i mjera za duljinu

matemati¢kog izraza, ali to nece biti opisano u ovom seminaru.



2. Ostvarivanje simbolicke regresije na

racunalu

Prostor rjesSenja, tj. prostor svih matematickih izraza koji se mogu izgraditi iz nekog
pocetnog skupa osnovnih elemenata najéesce je beskonacan. Zbog toga je potrebno
koristi neku od heuristika. Evolucijski algoritmi se namec¢u kao moguce rjeSenje sim-
bolicke regresije. Danas se za simbolicku regresiju koriste tri glavna pristupa [2], a to

su:
1. Genetsko programiranje
2. Gramaticka evolucija
3. Analiticko programiranje

U nastavku ¢e biti opisan svaki od pristupa. Genetsko programiranje biti ¢e opi-
sano detaljno, tj. do implementacijske razine. Za gramaticku evoluciju i analiticko
programiranje dati ¢e se samo osnovne informacije koje su potrebne za razumijevanje
rada tih algoritama. Zajednicko svima je to da evolucijom dolaze do novih rjeSenja.
Kvaliteta rjeSenja se tada procjenjuje prema odstupanju od danih ulaznih podataka, tj.
racunom pogreske (ne mora biti srednja kvadratna pogreska). Glavna razlika je prikaz
rjeSenja u memoriji (tj. prikaz jedinki). Posljedica toga su 1 drugacije definirani genet-
ski operatori. Za sve postupke se pretpostavlja da su funkcije i operatori definirani prije

provodenja samih postupaka, tj. skup funkcija i skup operatora su konac¢ni skupovi.

2.1. Genetsko programiranje

Genetsko programiranje (engl. Genetic programming) svrstava se u evolucijske algo-
ritme. Genetsko programiranje koristi isti koncept kao i genetski algoritam, pa ¢e
radi potpunosti biti objasSnjen cijeli koncept. Jedinka u genetskom programiranju je

program. Za potrebe simboli¢ke regresije to je samo matematicki izraz tj. funkcija.
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Najcesci prikaz jedinke je u obliku sintaksnog stabla (slika 2.1). Jedinka se osim spo-
menutog na¢ina moZe prikazati linearno, tj. kao niz znakova. Cesto se koristi prefiksni

prikaz jer je pogodan za izraCun izraza (dovoljno je koristiti stog).

Slika 2.1: Primjer sintaksnog stabla koje prikazuje izraz: \/y - © 4 sin(3.14 - x)

2.1.1. Steady-state algoritam

Pokazat ¢e se Steady-state algoritam (slika 2.2). zbog njegove jednostavnosti. Moze
se koristiti i populacijski algoritam, ali on nece biti ovdje izloZen.

Koraci koji se obavljaju pri ovom postupku su:
1. Generiranje slucajne populacije

2. Evaluacija populacije

3. Selekcija

4. KriZanje

5. Mutacija

6. Evaluacija nove jedinke

7. Ubacivanje u populaciju

8. Kraj ako je zadovoljen uvjet zaustavljanja, inace skoci na 3. korak



Generiranje sluéajne populacije

A
Evaluacija populacije

A
Provjera uvjeta zaustavljanja

\
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\
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l
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/
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Slika 2.2: Koraci steady-state algoritma

2.1.2. Generiranje slucajne populacije

Slucajna se populacija u genetskom programiranju generira tako da se stvara slucajno
stablo. Kako je stablo sintaksno, unutarnji ¢vorovi su operatori ili funkcije a listovi
su konstante ili varijable. Pri generiranju stabla potrebno je paziti da stablo ne na-
raste previSe. Zato se kao parametar moZe dati maksimalna duljina stabla. Ponekad
je potrebno generirati i malo dublja stabla pa se kao parametar moze dati i minimalna
dubina stabla.

Stablo se generira tako da se za korijen stabla slucajno odabere operator ili funk-
cija. Nakon toga potrebno je generirati onoliko djece koliko operator ima operanada ili
funkcija argumenata. Djeca mogu biti opet operator ili funkcija, ali i varijabla i kons-
tanta. Postupak se dalje obavlja rekurzivno sve dok se ne postigne dovoljna dubina

stabla.

2.1.3. Evaluacija

Evaluacija je postupak u kojem se jedinke ocjenjuju. Da bi evolucija bila uspjesSna
potrebno je na pravilan nacin ocijeniti jedinke. Ocjena za simbolicku regresiju sama se
namece, a to je odstupanje ulaznih primjera od izlaza dobivenog matematickog izraza.

U ovom koraku potrebno je definirati funkciju dobrote. Najcesce se koristi kvadratno



odstupanje, ali to nije nuZzno. Ponekad je zbog numeric¢ke pogreske potrebno definirati
malo drugacije izraze kao §to je koriSteno to u [3]:

Srednja logaritamska pogreska:

N
— % : Z log [1 + abs(y; — hy)] 2.1)

i=1
Dodatno se za funkciju dobrote ne mora koristiti Cista greSka ve¢ funkcija dobrote

moze skalirati sve vrijednosti prema najboljoj i sl.

2.1.4. Selekcija

Selekcija je postupak odabiranja jedinki. Za razliCite varijante genetskog programi-
ranja koriste se razliCite vrste selekcija, tj. ova operacija isto nije ¢vrsto definirana.
Selekcijom se u algoritmu biraju roditelji (koji se kasnije kriZzaju). Selekcija mora biti
takva da vecu prednost daje boljim jedinkama. Selekcija mora biti simulirana nede-
terministickom metodom jer inace slabije jedinke nikad neée dobiti priliku (gubitak
genetskog materijala). Postoji viSe operatora odabira, jedan od ¢eS¢e koriStenih je tur-
nirski odabir. 1z populacije se slu¢ajno (uniformno) odabire £ jedinki. Od tih £ odabire

se najbolja.

2.1.5. Krizanje

U genetskom programiranju operator krizanja mozZe se ostvariti tako da se odabere
podstablo u svakom roditelju, te se ta dva podstabla zamijene. Kako su time dobivene
dvije nove jedinke, za novu jedinku mogu se uzeti oboje (neke varijante genetskog
programiranja), bolja ili slu¢ajna. Pretpostavka za varijantu koja se opisuje je da se

uzima samo jedna jedinka.

2.1.6. Mutacija

Operator mutacije moZe se ostvariti tako da se odabere slu¢ajno podstablo u jedinki
i zamijeni se s novim stablom koje je sluCajno generirano. Parametar koji se moZe
zadati je vjerojatnost da li operator mutacije djeluje nad jedinkom ili ne. Jednako tako
mogu se zadavati kompliciraniji parametri kao Sto je distribucija vjerojatnosti po dubini
stabla, pa tako ¢vorovi koji su u sredini mogu biti odabrani najveom vjerojatno$cu, a

oni koji su na vrhu ili dnu nekom manjom vjerojatnoscu.



2.1.7. Ubacivanje u populaciju

U ovom koraku se isto kao i kod selekcije koristi operator odabira. Razlika je u tome
Sto se mora odabrati loSa jedinka koja Ce biti izbaCena, a na njezino mjesto ¢e doci

jedinka koja je dobivena krizanjem roditelja i mutacijom.

2.2. Gramaticka evolucija

Gramaticka evolucija (engl. Grammatical evolution) inspirirana je bioloskim proce-
som stvaranja proteina iz genetskog materijala organizama [4]. Gramaticka evolucija
moZe se ostvariti na sli¢an nacin kao 1 genetsko programiranje, ali je razlika u prikazu

jedinke. Zbog toga je potrebno definirati nove operatore za kriZanje i mutaciju.

2.2.1. Prikaz jedinke

Prikaz jedinke je jednostavniji od prikaza u genetskom programiranju. Jedinka se pri-
kazuje nizom bitova. Program tj. matematicki izraz koji se dobiva nema direktnu
reprezentaciju ve¢ je implicitno opisan jedinkom.

Jedinka je niz bitova fiksne duljine. Duljina niza je broj djeljiv s 8 (ne mora nuzno
biti 8, ali najjednostavnije za implementaciju je 8). Prevodenje niza u matematicki
izraz vrS$i se uzimanjem po 8 bitova iz niza. Tih 8 bitova predstavlja jedan cijeli broj
(od 0 do 255). Niz se moZe promatrati i kao niz cijelih brojeva osam puta kraée duljine
od originalnog niza bitova. Iteriranjem kroz niz cijelih brojeva gradi se matematicki
izraz primjenom gramatickih pravila. Koje gramatic¢ko pravilo ¢e biti odabrano ovisi o
trenutnom broju u nizu.

Za prikaz gramatickih pravila koristit ¢e se Backus—Naur forma (BNF'). Gramatika
se moZe prikazati Cetvorkom {N, T, P, S} [4]. N predstavlja nezavrsne znakove, T' su

zavrsni znakovi, P su pravilai S je poCetni ne zavr$ni znak.

Neka je zadana jedinka duljine 56 bita. Niz se moZe zapisati kao niz cijelih brojeva
duljine 7: [21,2,12,1,8,5,4]. Za svaki nezavr$ni znak i produkciju u zagradi s desne
strane napisan je broj. Taj broj predstavlja indeks pravila koje ¢e biti koriSteno prema
trenutnom broju u nizu. Kreée se od pocetnog nezavrSnog znaka <izraz>. Prvi broj
u nizu je 21. Kako za taj nezavrs$ni znak nema 21 produkciju (ve¢ samo 3) racuna se
ostatak pri dijeljenju s 3. Rezultat je 0 (21 mod 3 = 0). Odabire se produkcija (0) i do-

biva se desna strana produkcije: <izraz><operator><izraz>. Uvijek se gleda najljeviji



Neka je zadana gramatika:

N = {<izraz>, <operator>, <var>, <func>}
T={X,3.14, +, -, *,/, Sin, Log}

S = {<izraz>}

Pravila P:
<izraz> = <izraz> <operator> <izaraz> (0)
I <var> (D
I <func>(<izraz>) 2)
<operator> = + 0
I - (1)
o 2)
I / 3)
<var> = X (0))
I 3.14 (1)
<func> := Sin (V)
I Log (1)

nezavrsni znak. To je opet <izraz>. Sad je na redu broj 2 i za njega ne treba racunati os-
tatak. Primjenjuje se produkcija (2) i rezultat je <func>(<izraz>)<operator><izraz>.
Sljedeci je broj 12, a nezavrSni znak za kojeg se gledaju produkcije je <func>. U
toj skupini postoje dvije produkcije, a kako je ostatak dijeljenja broja 12 s 2 jednak
0, uzima se produkcija koja s desne strane ima zavrs$ni znak Sin. Ovaj postupak se
primjenjuje sve dok svi znakovi ne budu zavr$ni. Rezultat je: Sin(X) — 3.14.

Ako je gramatika definirana tako da za neki nezavrSni znak postoji samo jedna
produkcija, tada se ona uzima bez troSenja elementa u nizu. MoZe se reci da se Cita
element niza samo u slucaju kad postoji izbor.

Postoje dva scenarija koja se mogu dogoditi:

1. Izraz je poprimio svoj konacni oblik, a nisu procitani svi brojevi u nizu - brojevi

koji nisu procitani jednostavno se zanemare

2. Izraz nije poprimio konacni oblik (postoje nezavrsni znakovi u njemu), a svi
brojevi u nizu su iskoriSteni - koristi se umotavanje niza (engl. wrapping), tj.
Citanje niza jednostavno pocinje ispocetka. Inspiracija za ovo dolazi iz biologije
(npr. neke bakterije koriste slicnu tehniku da bi iz istog genetskog materijala
dobile razlicite gene) [4]. Mozda se na prvi pogled ¢ini kao da ¢e opet biti
generiran identiCan izraz, ali to naj¢eS¢e ne mora biti slucaj, jer odabir trenutne
produkcije ovisi o kontekstu u kojem se trenutno generirani izraz nalazi, tj. o
najljevijem nezavrSnom znaku, pa tako isti slijed brojeva moze generirati sasvim

drugaciji izraz u nastavku.



2.2.2. Genetski operatori

Genetski operatori moraju se malo drugacije definirati. Kako je prikaz jedinke niz
bitova, a isti prikaz Cesto se koristi u genetskim algoritmima, svi operatori definirani u
tom kontekstu su valjani za gramaticku evoluciju. Za primjer moZe se uzeti krizanje s
jednom to¢kom prekida.

Mutacija se moZe definirati kao vjerojatnost promijene jednog bita u jedinki, a

vjerojatnost se daje kao parameter algoritmu.

2.3. Analiticko programiranje

Analiti¢ko programiranje (engl. analytic programming) Koristi drugaciji nacin prikaza

jedinke od genetskog programiranja i gramaticke evolucije.

2.3.1. Prikaz jedinke

Iako analiticko programiranje koristi razli¢it prikaz jedinke, veoma je slican grama-
ti¢koj evoluciji tj. u neizravnom prikazu programa (matemati¢kog izraza). Najbitnija
razlika je Sto analiticko programiranje prikazuje jedinku odmah kao konacan niz cije-
lih brojeva konstantne duljine. Druga bitna razlika je $to se ne koristi gramatika vec
nesto jednostavniji pristup. AnalitiCko programiranje ne razlikuje funkcije, operatore,
varijable 1 konstante. Cijeli taj skup koji korisnik zadaje zove se opci skup funkcija.
Elementi tog skupa postave se u niz i svakome se pridijeli indeks. Sli¢no kao i kod gra-
maticke evolucije Cita se niz. Svaki element u nizu (cijeli broj) odreduje koji element
iz skupa opcih funkcija ¢e se koristiti. Ako se iz skupa odabere operator, sljedeca dva
elementa niza (jedinke) odreduju operande. U slu€aju da se odabere funkcija, tada su
argumenti funkcije odredeni elementima koji slijede iza trenutnog.

Isto kao i kod gramati¢ke evolucije moguca su dva scenarija. Slucaj kada je ge-
neriranje programa zavrsilo, a jedinka jo$ nije do kraja procitana, ostali elementi se
zanemaruju. Za razliku od gramaticke evolucije, u analitickom programiranju nikada
nece doci do kraja niza (jedinke), a da generirani izraz nije ispravan (npr. nedostaju
argumenti funkcije ili nedostaju operandi). Trik koji se koristi je podjela opceg skupa
Jfunkcija u podskupove, te se u podskupovima definiraju novi indeksi za svaki element.
Podskupovi su organizirani tako da su zajedno svrstani svi elementi koji koriste isti ili
manji broj parametara (tablica 2.1). Tako npr. sve funkcije dvije varijable, operatori,
varijable i konstante su ¢lanovi jednog podskupa koji se moZe oznaCiti s GF'Sgg2.

NajniZi podskup je skup u kojem se nalaze varijable i1 konstante tj. u tom skupu se

9



nalaze elementi koji ne trebaju parametre. Kada se procita element niza provjeri se
koliko je za taj odabir potrebno sljedecih elemenata niza. Ako je taj broj veci nego je
ostalo elemenata niza, ide se u podskup koji koristi jednak ili manji broj parametara,
te se prema indeksima tog podskupa odabire novi element u izgradnji izraza.

Za jednostavan primjer moze se uzeti jedinka (niz) od 5 brojeva. Neka je zadani
niz [1,38,72,2,23]. U tablici 2.1 definirane su korisnicke funkcije i numerirane su u
svakom podskupu. Izgradnja izraza krece od broja 1. MoZe se koristiti GF'S,;; skup
jer je najveci broj parametara 2, a kako postoje sljedeca dva €lana u nizu (38 1 72) nije
potrebno smanjivati skup. Broj 1 predstavlja operaciju mnoZenja. Operandi operacije
su definirani brojevima 38 i 72. Kako su oba broja veca od ukupnog broja elemenata
skupa racuna se ostatak dijeljenja s brojem elemenata u promatranom podskupu i do-
daje se 1. Za operande uzimaju se elementi skupa na indeksima 3 odnosno 1 (vrijedi
samo za trenutno promatrani skup). Prvi operand je funkcija sin koja treba jedan argu-
ment. Uzima se prvi koji nije iskoristen, a to je broj 2 u nizu. U ovom trenutku javlja
se problem jer 2 u GF'S,; skupu oznacava zbrajanje koje treba dva operanda, a u nizu
je ostao samo jedan neobradeni broj. Zato se ide u podskup koji sadrZi elemente s ma-
njim brojem parametra. U podskupu G F'S,, 41 indeks 2 oznacuje cos funkciju i ona se
moze iskoristiti, a njezin je parametar broj 23. Broj 23 pomocu racunanja ostatka daje
indeks 6 Sto je varijabla X. To je u redu jer su svi elementi niza obradeni. Ostaje joS
obraditi broj 72 koji predstavlja drugi operand operacije mnoZenja. Kako viSe nema
elemenata za Citanje, u obzir dolazi samo podskup GF'S,, 4. Pripadaju¢i indeks za
broj 72 u tome skupu je varijabla X. Dakle konacan izgled izraza je: sin(X) - cos(X).

U ovom primjeru moZe se uoCiti da bi se stog mogao iskoristiti u implementaciji
analitickog programiranja (izgradnja izraza obavlja se rekurzivno). Za jedan prolaz
kroz n ¢lanova niza potrebno je n koraka. Trenutna pozicija u nizu odreduje i koliko je
jos Clanova ostalo, pa je vremenska sloZenost pretvaranja jedinke u matematicki izraz

O(n).

2.3.2. Genetski operatori

Kako autori izvornog rada [2] napominju, analiticko programiranje je samo metoda
pretvaranja jedinke u program tj. matematicki izraz. Zbog toga se ne definiraju posebni
operatori, ve¢ se mogu definirati bilo kakvi operatori koji rade s nizom cijelih brojeva
stalne duljine. Radi potpunosti opisa predlaZe se operator kriZzanja s jednom tockom
prekida, ali umjesto da se prekida niz bitova, prekida se niz cijelih brojeva.

Mutacija se moZe definirati dvama parametrima. Prvi parametar je vjerojatnost
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Tablica 2.1: Oganizacija funkcija, operatorau, varijabli i konstanti u podskupove

Oznaka skupa

Elementi skupa

Napomena

GFSall

1. -

. sin
. CoS

. max(a,b)

3.14

Op¢i skup funkcija

GFSargl

. sin

CcoS

. 3.14

KoriStenje jednog ili manje parametara

GFSarg0

. 3.14

Bez dodatnih parametara
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mutacije pojedinog elementa u nizu. Na svaki element koji je odabran za mutaciju
dodaje se slucajni broj iz Gaussove distribucije. Zato je potreban joS jedan parametar
- varijacija distribucije (srednja vrijednost je 0). Kako je Gaussova distribucija defini-
rana na skupu realnih brojeva, rezultat mutacije na pojedinom elementu niza moze se

zaokruZiti na prvi manji cijeli broj.
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3. Nadogradnja algoritma

U ovom poglavlju biti ¢e opisane dvije metode koje unaprjeduju pronalaZenje mate-
matickih izraza. Metode su preuzete iz Clanaka [5] i [6]. Metode koje se obraduju

su:

— Intervalna aritmetika

— Linearno skaliranje

Intervalna aritmetika je usko povezana s nacinom prikaza jedinke u genetskom
programiranju. Za razliku od intervalne aritmetike, linearno skaliranje je univerzalno
primjenjivo na bilo koju implementaciju simbolicke regresije jer se koristi u racunu

pogreske (Sto je zajednicko svim metodama).

3.1. Intervalna aritmetika

3.1.1. Motivacija

Genetsko programiranje pretpostavlja da je svaki matematicki izraz ispravan ako se
moze prikazati pomocu sintaksnog stabla. Ova pretpostavka moze dovesti do pre-
naucenosti modela. To se moZe pokazati jednostavnim primjerom. Neka je rezultat
simbolicke regresije funkcija h(z) = 1. Domena ulaznih primjera zadana u intervalu
[—5,5]. Iako ta funkcija daje najmanju gresku ona e uzrokovati prenaucenost. Za
x = 0 funkcija daje na izlazu beskonacnost (co). Veoma vazno je uociti da je kodo-
mena ulaznih primjera konacna (svi y; su konac¢ni). Nikakvo mjerenje ne moZze kao
izlaz dati beskonacnost, te ovakav rezultat simboli¢ke regresije nema smisla. Najjed-
nostavniji pristup je koriStenje sigurnih operatora. Sigurni operator ima isto matema-
ticko znacenje kao i pripadajuci "obicni" operator, uz dodatak koji se brine o neva-
ljanom rezultatu operacije. Za operator dijeljenja % moze se definirati da je rezultat
dijeljenja jednak 1 ako je y = 0. Ovakvim ograni¢enjem rijeSen je problem besko-

nacnosti. Za ostale operacije i funkcije koje nisu ogranicene mogu se definirati slicna
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ogranicenja. lako je ovo veoma elegantno rjeSenje, ono ponekad moze dovesti do pre-
naucenosti modela ba$ zbog konstantnih veli¢ina koje ne moraju odgovarati redovima
veliCina promatranih ulaznih podataka. Intervalna aritmetika rjeSava ovaj problem bez

dodatnih pretpostavki. Cijena koja se placa je dodatan obilazak stabla.

3.1.2. Intervalna aritmetika u genetskom programiranju

Intervalna aritmetika je metoda za racunanje gornje i dojne granice izlaza funkcije.
Najcesce se koristi kako bi se procijenila izlazna vrijednost pri provodenju numerickih
postupaka. Ako je poznato da je ulazni parametar funkcije u nekom intervalu x €
[—10, 10], tada se za proizvoljne funkcije ili operatore moZze odrediti interval u kojem
se nalazi njihov izlaz. Ako se kao operacija uzme 2 - x intervalna aritmetika ¢e kao
izlaz dati interval [—20, 20]. Op¢enito racunanje intervala nije ovako trivijalno.

Genetsko programiranje ne koristi intervalnu aritmetiku za racunanje izlaznog in-
tervala, ve¢ kao metodu koja detektira nedefiniranost funkcije na odredenom intervalu.
Kako je na pocetku poznato u kojem opsegu se nalaze ulazne varijable, ta informa-
cija se koristi kako bi se izbjegle funkcije koje su nedefinirane. Intervalna aritmetika
provodi se na sintaksnom stablu. Krece se od listova te racuna izlaze sve prema ko-
rijenu stabla. Ako neko podstablo ima interval beskonacne duljine, to podstablo se
jednostavno obriSe.

Stablo se mora dva put obilaziti, jednom da se maknu podstabla koja naruSavaju
definiranost funkcije u intervalu i drugi put kako bi se izraCunao konkretan izlaz (ne
interval).

U tablici 3.1 su dani neki operatori i funkcije te nacin na koji se izraCunava interval.
Problem moze stvarati operator mnoZenja koji mnoZi dvije iste varijable. Matematicki
gledano x - # = 2, ali intervalna aritmetika neée generirati isti interval za ova dva iz-
raza. Zbog toga se preporucuje koristenje funkcije sqr(z) koja moze definirati granice
intervala koje nisu negativne (prikazano u tablici 3.1).

Iako se intervalna aritmetika lako ugradi u genetsko programiranje, trivijalna im-
plementacija mozZe dovesti do pogreSnih rezultata zbog numericke pogreske. Zbog
toga se preporucuje koristenje gotovih biblioteka koje vode raCuna o numeri¢kim po-
greSkama - primjerice Interval Arithmetic Library biblioteka koja se nalazi u sklopu

Boost biblioteke za C++ jezik.
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Tablica 3.1: Intervalna aritmetika - definicije funkcija. Oznaka g i oznaka d uz varijablu
oznacavaju gornju i donju granicu intervala

Funkcija ili operator Donja granica Gornja granica
T +y Tatla TgtYg
—x —T4 —q
Ty Min(Tq - Ya, Td - Yg, Tg * Yd, Tg - Yg) | MaT(Tq " Yds Td * Ygr Tg * Yd> Tg * Yg)
e’ evd ers
1/z min(l/zq, 1/z,) max(1l/xq,1/x,)
sqr(x) T2 2

3.2. Linearno skaliranje

3.2.1. Motivacija

Matematicki izrazi (funkcije) f(x) = 221 f(z) = 2% + 100000 su veoma sli¢ni. Druga
je funkcija pomaknuta po y osi. Ako su ulazni primjeri generirani iz zadanih funkcija,
pokazuje se da prva funkcija ne predstavlja nikakav problem za osnovnu varijantu sim-
bolicke regresije te se rjeSenje pronalazi u prvim iteracijama. Drugi izraz se teSko pro-
nalazi osnovnom varijantom simbolic¢ke regresije. Problem je u konstanti. Konstante
koje se generiraju prilikom traZzenja matematickog izraza ili su sluajno generirane ili
je to konacan skup. Jako je mala vjerojatnost da se pogodi konkretna konstanta ili da
se generira ekvivalentni izraz koji se da svesti na jednostavniji oblik. Ideja linearnog
skaliranja je da pokuSa ocijeniti oblik funkcije, a ne njezine prave izlaze. 1z primjera
se vidi da je oblik funkcije parabola, samo Sto je pomaknuta po y osi. Umjesto da se
izlaz funkcije racuna kao f(x) koristi se izraz a - f(x) +b, gdje su a i b vrijednosti koje
minimiziraju pogresku. Funkcija definira oblik, a parametri a i b pokusavaju prilago-
diti taj oblik ulaznim primjerima (saZimanjem i izduZivanjem oblika i pomakom po y

0si).

3.2.2. Provedba linearnog skaliranja

Linearno skaliranje ili linearna regresija je matematicka metoda koja aproksimira ulazne
podatke pravcem s ciljem minimiziranja srednje kvadratne pogreske. Linearno skalira-
nje se u simbolickoj regresiji koristi kao metoda za prilagodavanje pronadene funkcije
ulaznim podacima. Dobivena funkcija f(x) pokuSava se prilagoditi tako da se traze
parametri a i b koji ¢e minimizirati srednju kvadratnu pogresku izmedu izlaza funkcije

a- f(x) 4 bikodomene ulaznih primjera ;.
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Iako linearno skaliranje moze biti provedeno u viSe dimenzija, najjednostavnije
je provesti jednodimenzionalno linearno skaliranje. Razlog tome je Sto za viSe di-
menzijsko linearno skaliranje potrebno raCunati inverz matrice, Sto je raCunski veoma
zahtjevno. Za viSe dimenzija moglo bi se provesti linearno skaliranje takvo da se traze
parametri u linearnoj kombinaciji nekoliko funkcija koja minimizira srednju kvadratnu
pogresku, ali to je za sada nedovoljno prouceno podrucje pa se u praksi jos ne koristi.
Za linearno skaliranje u tri dimenzije potrebno je uzeti tri funkcije i traziti parametre
a,b, c,d takve da minimiziraju pogresku izmedu kodomene ulaznih primjera i funk-
cije: a - f(z) +b-g(x) 4+ ¢ - h(x) + d. U nastavku biti ée opisan samo postupak za
jednu dimenziju.

Racunanje dobrote funkcije temelji se na racunu srednje kvadratne pogreske. Cilj
je minimizirati funkciju dobrote. Ako generirana funkcija ima dobar oblik, ali je krivo
skalirana, to ¢e uzrokovati veliku pogreSku i velika je vjerojatnost da takvo rjesenje
nece biti kao jedinka u zadnjoj iteraciji. Umjesto da se pogreSka raCuna prema izrazu

1.1, racuna se prema sljede¢em:

B = S~ (- hxo) + 1)) G.1)

Kako parametri a i b nisu poznati potrebno ih je izracunati. Oni se racunaju mi-
nimiziranjem izraza 3.1, §to je upravo ekvivalentno linearnom skaliranju gdje je h(x;)
domena, a y; kodomena. Rezultat traZzenja minimuma pogreske £ dan je izrazima:

N 7
> i M) -y — N - hy

— 3.2
TS hw) - N 2 2

b=j—a-7 (3.3)

Izrazi h i § predstavljaju srednje vrijednosti nad N ulaznih primjera. Ovako dobi-

veni parametri sigurno minimiziraju srednju kvadratnu pogresku, pa vrijedi:

N

%Z (a-h(x;) +b)* < %Z(?Jz — h(x1))? (3.4)

i=1
U radu [5] detaljno je analizirana ova metoda, te osim nejednakosti 3.4 dane su
druge nejednakosti koje vrijede te je provedena detaljna analiza utjecaja linearnog ska-
liranja u genetskom programiranju.
lako matematicki Cisti postupak, pri traZzenje parametara a i b pomodéu racunala

treba biti oprezan. Opasna operacije koja se moZe dogoditi je sumiranje brojeva raz-
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licitih redova velicina, §to moze dovesti do velike numericke pogreSke. Zato je pri
svakom sumiranju potrebno sortirati elemente koji se sumiraju, te ih zbrajati od naj-
manjeg prema najveéem da se postigne najveca moguéa preciznost. Ugraduje se i
dodatni mehanizam koji raCuna varijaciju izlaza funkcije h((x;), te ako je ta vrijednost
veca od 107 ili pak manja od 10~7 jedinka se odbacuje - razlog je numeri¢ka stabilnost.

Vremenska sloZenost provedbe linearne regresije je O(N). Iako u veliko O notaciji
nema razlike, koriStenje linearne regresije usporava raCunanje funkcije dobrote barem
za faktor 4 (izrazi 3.2 1 3.3). Kada bi se pazilo na numericku pogresku pri sumiranju

tada bi vremenska slozenost bila O(N - logN) - zbog sortiranja.

17



4. Paralelizacija

U ovom poglavlju biti Ce prikazane ideje za paralelizaciju intervalne aritmetike i line-

arnog skaliranja.

4.1. Intervalna aritmetika

Paralelizacija intervalne aritmetike na sintaksnom stablu je trivijalna. Najlakse je pro-
blem prevesti u model zadataka 1 kanala. Sintaksno stablo (koje ima sve bridove us-
mjerene od korijena prema listovima) moZe se okrenuti tako da se promjene smjerovi
svih bridova. Takvo stablo moze se direktno predstaviti kao model zadataka i kanala,
gdje je zadatak definiran operatorom ili funkcijom, a brid predstavlja slanje poruke u
kojoj se nalazi izraCunati izlaz. Ako je n broj unutarnjih ¢vorova stabla, tada je za ne-
paralelizirani obilazak stabla potrebno O(n) koraka. Ako je na raspolaganju dovoljan
broj procesora (ne manji od najveceg broja ¢vorova u nekoj razini stabla) sloZenost
paralelnog algoritma je O(log(n)). Paralelizacija intervalne aritmetike se isplati samo

ako su sintaksna stabla za odredeni problem dovoljno velika, $to najéesce nije slucaj.

4.2. Linearno skaliranje

Na paralelizaciju linearnog skaliranja moze se gledati na dva nacdina. Prvi pogled je
da se paralelizira raCunanje dobrote jedinki, Sto je Cesto radi pri paralelizaciji evolu-
cijskih algoritma. Drugi pogled na paralelizaciju je paraleliziranje operacije sumira-
nja, kojih ima viSe nego pri samom racunanju srednje kvadratne pogreske. Prije sva-
kog sumiranja potrebno je sortirati podatke zbog numericke pogreske. Bez ulazenja u
konkretnu implementaciju sortiranja, paralelno sortiranje se moze svesti na slozenost
O(% - log(?)), gdje je n broj elemenata Koji se sortiraju, a p broj procesora. Suma se
primjenom algoritma redukcije moZe svesti na istu sloZenost - O(3 - log(%)).

Ako je potrebno odabrati jedan pogled paralelizacije potrebno je paZzljivo analizi-

rati problem. Ako je broj jedinki puno veéi od broja ulaznih primjera tada se vise
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isplati raditi paralelizaciju nad jedinkama. Ako ima relativno malo jedinki, a puno vise

ulaznih primjera tada je bolje paralelizirati raCunanje suma.
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5. PraktiCna primjena

U ovom poglavlju daju se primjeri koriStenja simbolicke regresije u praksi, konkretno
opisat ¢e se metoda koriStena u [3]. Simbolicka regresija moZe se koristiti u bilo kojem

problemu gdje treba izgraditi model, tj. matematicki izraz.

5.1. Izvlacenje prirodnih zakona iz podataka

Postoje sustavi za koje je lako definirati matemati¢ki model. Problem nastaje kada
se zeli izlaz sustava prikazati u eksplicitnom obliku. Postoje numeri¢ke metode koje
mogu izraCunati izlaz za neku ulaznu vrijednost, ali analiticko rjeSenje problema Cesto
ne postoji. Simbolic¢ka regresija u tom smislu ima ulogu generirati matematicki izraz
koji bi najbolje opisivao izlaz sustava. Za Covjeka je takav izlaz prihvatljiviji jer moZe
iz generiranog izraza tumaciti (bolje analizirati) izlaz sustava, §to moZe dovesti do
drugacijeg pristupa rjeSavanju problema.

U [3] opisano je kako iz ulaznih podataka dobiti matematicki model koji ih opisuje.
Iako se Cini da je problem ekvivalentan prethodno opisanom, razlika je u tome S$to
se traze veze izmedu varijabli (parcijalne derivacije), a ne izlaz sustava. Simbolicka
regresija se koristi kao dio algoritma.

Koraci algoritma su:

1. Prikupljanje podataka iz fizikalnog sustava

2. Numericki izracun parcijalnih derivacija iz prikupljenih podataka
3. TraZenje matematicke funkcije koja povezuje parcijalne derivacije
4. Ocjena dobivene funkcije

5. Analiza najboljih funkcija

A

Nakon $to se prikupe podaci, numericki se racunaju parcijalne derivacije kao 12.
€T

Gdje su z i y parovi mjerenih veli¢ina. TraZi se funkcija (npr. dvije varijable) f(z,y)
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koja ¢e najbolje opisati parcijalne derivacije. Funkcija se trazi simbolickom regresi-
jom, a ocjena funkcije (dobrota) daje se na temelju parcijalnih derivacija. Za primjer

dvije varijable funkcija se ocjenjuje prema razlici:

Ay _ 5 (5.1)
S _ g _
Ax 5

Umyjesto da se trazi kako dobro je opisan izlaz funkcije, trazi se kako dobro funkcija
povezuje varijable, tj. informacije koje su skrivene u podacima. Simbolicka regresija
na kraju daje skup najboljih funkcija koje je pronasla. Analizom rjeSenja covjek oda-
bire funkcije koje imaju najvise smisla. U eksperimentima koji su provedeni pokazalo
se da postupak moze dati izlaze koji su aproksimacije fizikalnih zakona. Ako se zna da
je neki sustav opisan s sin(x), a ulazni podaci su bili relativno mali brojevi, tada izlaz
ne mora biti sin(x) ve¢ moZe biti i samo z, §to je dobra aproksimacija za mali x te se

takvi rezultati mogu iskoristiti za lakSu analizu kompleksnih sustava.
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6. Zakljucak

Za potrebe traZzenja matematickih izraza simbolic¢ka regresije kao metoda (bez ulaze-
nja u implementaciju) veoma je koristan alat u mnogim podrucjima. Problemi koji se
javljaju prilikom implementacije su i danas aktualni i ovo je podruc¢je veoma aktivno.
Ipak treba biti oprezan prilikom koriStenja simbolicke regresije jer ako je za neki pro-
blem poznato njegovo ponaSanje (model) tada je bolje traziti parametre modela, npr.
linearnom regresijom. Kada je model nepoznat i Zele se izvuci informacije iz poda-
taka tada je simboliCka regresija dobar alat. Osim Sto omoguéava generalizaciju iz
opisanih primjera na matematicki izraz, sam simbolicki prikaz matematickog izraza
covjeku omogucava lakSu interpretaciju rezultata. Danas se za ostvarivanje simbolicke
regresije koriste raCunalne metode kao $to su evolucijski algoritmi koji se nadograduju

i prilagodavaju u svrhu dobivanja Sto boljih rezultata.
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